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Wykaz najczesciej uzywanych skrotow i oznaczen

— Energia elektronu

— Hamiltonian

— Wektor wodzacy elektronu

Potozenie wezta sieci

q — Wektory falowe

— Wektor sieciowy w przestrzeni odwrotnej
— Spin elektronu

GF, G — Funkcja Greena

QN“??‘DJ‘Bim
|

g — Operator Greena

w — Czestos$¢ wiasna fononu

Q — Objetos¢ krysztatu

Er — Energia Fermiego

Te — Temperatura krytyczna nadprzewodnictwa
wp — Czgstos¢ Debye’a

W — Pseudopotencjat kulombowski

Aep — Stafa sprzg¢zenia elektron—fonon

A — Rodzaj modu drgan

vHs — Osobliwo$¢ van Hove’a

FS — Powierzchnia Fermiego

BZ — Strefa Brillouina

IRBZ — Nieredukowalna cz¢s¢ BZ

SC — Nadprzewodnik, nadprzewodnictwo
HTS — Nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe
M — Ferromagnetyzm

PM — Paramagnetyzm

DOS, n(€) — Elektonowa gesto$¢ standéw

PDOS — Parcjalna elektonowa gesto$¢ standw
TDOS — Calkowita gesto$¢ standéw

PHDOS, F(w) - Fononowa gestos¢ stanéw

PP — Pseudopotencjat

PW — Fale ptaskie

IFC — Miedzyatomowe stale sitowe

0.1 DFT - teoria funkcjonalu gestosci

Teoretyczny opis wlasnoSci ciata stalego, jako kwantowego uktadu wielu czgstek (elektronéw),
wymaga rozwigzania réwnania Schrodingera z Hamiltonianem o ogdlnej postaci ! :

H=T+U+YV (1)

W powyzszym réwnaniu 7 jest operatorem energii kinetycznej, U opisuje oddziatywanie pomigdzy
czastkami, a V jest operatorem oddzialywania z polem zewnetrznym. Zwazywszy na fakt, ze
masa elektronu jest znacznie mniejsza od masy jadra atomowego, problem mozna uproscic,
postugujac si¢ przyblizeniem Borna—Oppenheimera (BO). Zaktadamy, ze wezly sieci krystalicznej
sa nieruchome (tzw. zamrozona siec¢), co pozwala na rozdzielenie wtasnosci elektronowych 1

'W réwnaniach zamieszczonych w pracy stosowany jest atomowy uklad jednostek : e = 2, 2m. =1, h =1,
jednostka energii jest 1 Ry = 13.6 eV, a dtugo$ci — promiefi Bohra ap = 0.529 A
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dynamicznych ciata statego. Operatory w réwnaniu 1 maja wowczas nastepujaca postac:

N
T=->V? (2)
=1
Yoo
U=> —— 3
;m—’“ﬂ ®
B - 271

N to liczba elektronéw w uktadzie, »; — wektor wodzacy elektronu. U jest kulombowskim
oddzialywaniem elektron—elektron, a ,,polem zewnetrznym” jest oddzialywanie elektronéw z
jadrami o liczbie atomowej Z;, ktére umieszczone sa w weztach sieci R;. Do Hamiltonianu
dochodzi jeszcze wkiad od oddziatywania pomi¢dzy jadrami (staly w przyblizeniu BO):

AV

EN(R) =) 0 &)
Iéf‘] |R; — Ry
Doktadne rozwigzanie réwnania Schrodingera
H\Il(Tl,...,’I'N>:E\I/(T‘l,...,’l“]\[) (6)

jest nie tylko niemozliwe, ale wydaje si¢ rowniez niepotrzebne. Wieloczastkowa funkcja falowa
U(ry,...,ry) zalezataby bowiem od N ~ 10%® — 10%° zmiennych i trudno sobie wyobrazié
obliczanie przy jej pomocy wielkoSci mierzalnych w czasie realnym. Bardzo efektywne podejScie
do tego zagadnienia zaproponowali Hohenberg i Kohn (1964) oraz Kohn i Sham (1965), formutujac
teori¢ funkcjonatu gestosci DFT, ktéra zostanie ponizej krotko omdwiona (obszerne opracowanie
tego zagadnienia mozna znalezé m.in. w [1], [2]).

Twierdzenia Hohenberga—-Kohna Fundamentalng wielkos$cig uzywang w DFT jest gestosS¢
czastek n(r), ktorg obliczamy jako warto$é oczekiwang operatora gestosci 7n(r):

n(r) = (Wla(r)[¥), @)

gdzie | V) jest wieloczastkowym stanem wiasnym, a n(r) wyraza si¢ jako:

n(r) = Zé(r —7;). (8)

Podstawg DFT sg twierdzenia Hohenberga—Kohna (HK) [1]:

1. Energia stanu podstawowego ukfadu elektronéw jest funkcjonatem ich ggstosci przestrzenne;j
n(r):
Eln(r)] = Fln(r)] + [ n(r)o(r)dr ©)

gdzie F[n(r)] jest sumg funkcjonatu energii kinetycznej T'[n] i energii oddziatywania
miedzy elektronami U[n], [ n(r)v(r)dr = V[n] jest funkcjonatem potencjatu zewnetrznego’.

2. Funkcjonat E[n] przyjmuje minimum dla gestosci n(r) réwnej gestosci czastek w stanie
podstawowym ng(r).

2Operatory T i U sa operatorami uniwersalnymi i maja jednakowa postaé dla kazdego systemu elektronowego,
dlatego F'[n(r)] nie zalezy od potencjalu zewnetrznego v(7), natomiast v(1) = v(r;) w réwn. 4.
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Twierdzenia te obowigzuja réwniez dla zdegenerowanego stanu podstawowego [ | ]. Wynika z nich,
ze wszystkie wlasnosci fizyczne ukladu (wlaczajac w to potencjat pola zewngtrznego v(r)) s
jednoznacznie® okre§lone przez ny(r). Drugie twierdzenie HK pozwala na szukanie rozwigzania
problemu 6 poprzez minimalizacje funkcjonalu E[n| wzgledem n(r), ktéra zalezy juz tylko od
trzech zmiennych (jeSli pominiemy wspétrzedng spinowa). Przy takim podejSciu problemem
pozostaje jednak nieznana posta¢ funkcjonaléw T'[n(r)] i Uln(r)] dla oddzialujacego uktadu
elektronéw. Efektywny sposob rozwigzania tego zagadnienia zaproponowali Kohn i Sham (KS)
wyprowadzajac rownania, ktére podamy ponize;j.

Réwnania Kohna—Shama Pomyst Kohna i Shama polegal na zastgpieniu skomplikowanego
rownania wieloczgstkowego, sumg jednoczastkowych réwnan wtasnych, dla elektronu poruszajacego
sie w pewnym efektywnym potencjale V¢ (7). Nieznany funkcjonat F'[n(r)] z réwnania 9 mozemy
przedstawi¢ w postaci:

Fwﬂpﬂwmﬂ+/$ﬁ@”wqudmm. (10)

r

|
Pierwszy wyraz jest funkcjonalem energii kinetycznej dla gazu elektronéw swobodnych, a drugi
klasyczng energig oddziatywania elektrostatycznego Uy (energia Hartree’ego) rozktadu tfadunku
n(r). Ostatni wyraz — E,. — to tzw. energia wymienno—korelacyjna i jest zdefiniowana de facto
poprzez réwnanie 10. Zawiera ona te wktady do energii catkowitej uktadu, ktérych nie jesteSmy w
stanie wyliczy¢ wprost. Sa to efekty korelacji pomi¢dzy oddzialujacymi elektronami oraz efekty
wymiany, bedace konsekwencjg zakazu Pauliego.

Szukajac minimum wyrazenia 9 wzglgdem n(r) przy uzyciu 10 otrzymujemy réwnanie:

SE[n] 6T, 6Uy 0B, &V

= 11
Sn(r) — on) " on(r) T on(r) T on(r)’ (b
ktére po wykonaniu rézniczkowania funkcjonalnego przyjmie nast¢pujaca postac:
JE[n] 0T n(r')
- 2L/‘ dr' + vy . 12
sn(r) ~ on(r) T2 oyt ver) Folr) (12)

Przedostatni wyraz w powyzszym wzorze to potencjat wymienno—korelacyjny, ktory definiujemy
jako:

0.
on(r)’
Zauwazmy teraz, ze roéwnanie 12 jest formalnie réwnowazne problemowi wariacyjnemu dla
nieoddziatujacych elektronéw, znajdujacych sie¢ w potencjale efektywnym:

vﬁ@)zmﬂ+a/“”“2

=g

Vge(T) (13)

dr’ + Vge(T), (14)

bedacym sumg trzech ostatnich wyrazéw w réwnaniu 12. Jezeli wiec udatoby si¢ wyznaczyd
efektywny potencjal Vg (r), to, ze wzgledu na réwnowazno$é zasady wariacyjnej i réwnania
Schrodingera , mozemy skomplikowany problem 11 sprowadzi¢ do rozwigzania jednoczastkowego
rOéwnania:

[— V2 4+ Ve (r)] i(r) = ehi(r). (15)
Funkcje v;(r) to tzw. pomocnicze orbitale KS, ich znajomo$é pozwala nam obliczyé poszukiwang
przestrzenng gestos¢ elektronéw :

N/2

no(r) =2 ; [hi(r)]?. (16)

3Pomijajac trywialng zaleznos$¢ od stalej addytywne;.
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W powyzszym réwnaniu zalozyliSmy obecnosS¢ degeneracji spinowej 1 kazdy orbital KS jest
obsadzony przez 2 elektrony. Podobnie wyznaczy¢ mozna warto$¢ funkcjonatu energii kinetyczne;j:

N/2

L.lno(r)] = 23 /¢*(T)V2wi(r)dr. 17)

Roéwnania 14 - 16 stanowig samouzgodniony uktad réwnan KS, ktéry rozwigzujemy metodami
iteracyjnymi*. Majac uzbiezniong warto$¢ ng(r) na bazie réwnania 9 mozemy obliczy¢ catkowity
energi¢ uktadu:

N/2

Elno(r)] :2;@-— / ”O(T),|dr'+Em[no(r)] - / 10(7)Vse(r)dr. (18)

lr —r

Widaé zatem, Ze energia calkowita nie jest po prostu sumg energii orbitali KS, ktére nota
bene same nie majg $cislej interpretacji fizycznej. Scisle okreslona jest tylko gesto$é czastek
no(r), oraz warto$¢ energii najwyzej obsadzonego orbitalu €,,,, = pu, réwna potencjatowi
chemicznemu. Okazuje si¢ jednak, ze w wigkszosci przypadkow otrzymujemy rezultaty zgodne z
doswiadczeniem, identyfikujac €; z energiami wlasnymi elektronéw w krysztale. Niemniej jednak
ten nietrywialny fakt jest wcigz przedmiotem dyskusji ([3], [4]).

Nalezy zauwazy¢, ze przedstawione rozumowanie jest na razie catkowicie $ciste (w odniesieniu
do n(r)). Nie znamy jednak jawnej postaci potencjatu v,.(r), w ktérym zawarte zostaly ztozone
efekty wielocialowe. Jaki jest wiec zysk z wydzielenia v,.(r) ? Spodziewamy si¢ mianowicie, ze
czg$S¢ wymienno—korelacyjna energii bedzie mniejsza od czg¢Sci kinetycznej i kulombowskiej,
i bedziemy ja mogli w jaki§ sposob przyblizyé, nie popetniajagc duzego bledu [3]. W tym
celu postugujemy si¢ przyblizeniem lokalnej gestosci (LDA — local density approximation).
Kilkudziesigcioletnia praktyka obliczen struktury elektronowej, z uzyciem tego stosunkowo prostego
przyblizenia, potwierdzita jego poprawnos¢ w znaczacej iloSci przypadkow.

0.2 Przyblizenie LDA

Punktem wyjscia w przyblizeniu LDA jest obliczenie energii wymienno—korelacyjnej dla jednorodnego
(n(r) = const), oddziatujacego gazu elektronowego. Czg$¢ wymienng oblicza si¢ zwykle przy
uzyciu przyblizenia Hartree—Focka 1 wynosi ona:

€.[n] = —an'/? (19)

gdzie « jest statg rzedu jednosci. Energia wymiany €,[n] jest przeliczona na pojedyncza czastke
i na jednostke objetosci. Funkcjonat energii korelacji €.[n| ma bardziej ztozong postaé (doktadne
wzory zamieszczono w dodatku ??) i oblicza si¢ go np. przy uzyciu rachunku zaburzen lub
kwantowych symulacji Monte—Carlo.

Znajac postac energii wymienno—korelacyjnej dla przypadku jednorodnego, mozemy podzielié
przestrzeii, w ktérej fadunek ma rozktad n(r), na mate regiony z n(r) ~ const. Szukang energie
obliczymy sumujac wkiady do catkowitego funkcjonatu, pochodzace od tych regionéw:

Eyln] = / {€.[n(r)] + efn(r)]}n(r)dr. (20)

Ze wzgledu na powyzsze zalozenie jasne jest, ze przyblizenie LDA bedzie najdoktadniejsze
w uktadach, w ktorych n(r) jest funkcja wolnozmienng. Pomimo swej koncepcyjnej prostoty

4Zaktadamy poczatkowa posta¢ funkcji n(7), wyznaczamy odpowiadajacy jej potencjal Vg (7), ktory, poprzez
réwnania KS, prowadzi do nowej funkcji n(7). Procedure powtarzamy do osiagni¢cia zadanej zbieznosci.
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LDA okazalo si¢ bardzo skuteczne w opisie realnych uktadéw [4]. Natomiast gtéwnymi wadami
tego przyblizenia s3 m.in.: przeszacowanie energii kohezji, niepoprawny opis uktadéw z silnie
skorelowanymi elektronami (tzw. strongly correlated systems) oraz systematyczne zanizanie wartoSci
przerwy energetycznej w polprzewodnikach. Aby zaradzi¢ tym problemom, wprowadzano wiele
poprawek do LDA. Najczesciej uzywanym obecnie [3] jest przyblizenie GGA (generalized—
gradient approximation), ktére uwzglednia zmiennos§¢ przestrzenng n(r) na etapie konstrukcji
funkcjonatu wymienno—korelacyjnego. Ogélnie ma wigc on postac:

B ] = [ eln(r), On(r)dr. 1)

GGA poprawito opis uktadéw Srednio—skorelowanych, natomiast ciggle jest niewystarczajgce
do obliczenia przerwy energetycznej, ktora moze by¢ mniejsza od doSwiadczalnej nawet o 50%.
Poza tym nadal problematyczne pozostaje identyfikowanie energii nieobsadzonych orbitali KS z
prawdziwymi energiami wzbudzen. Wydaje si¢ jednak, ze te braki LDA przynajmniej przy opisie
wlasnoSci stanu podstawowego potprzewodnikéw, znakomicie poprawia przyblizenie GW [5] 1
niedoszacowanie przerwy energetycznej jest raczej wada przyblizenia LDA niz DFT. Podobnie
jak z obliczen GW, prawie eksperymentalng warto$¢ przerwy energetycznej mozna otrzymac
stosujac bardziej ztozone tzw. funkcjonaly hybrydowe B3LYP [6].

Rozdziatl ?? mozna podsumowac nastepujaco. Startujac od wieloczastkowego Hamiltonianu
dla elektronéw w krysztale i stosujac teorie funkcjonatéw gestosci, wyprowadzone zostato samouzgodnione
jednoczastkowe réwnanie Schrodingera z efektywnym potencjalem V(7). Potencjat ten zawiera
wyraz wymienno—korelacyjny, ktory opisuje efekty wielocialowe i ktéry w przypadku uktadéw
badanych w pracy, jest wyznaczany w przyblizeniu lokalnej gestosci LDA. Rozwigzanie rownan
Kohna—Shama pozwala nam obliczy¢, migdzy innymi, catkowita energi¢ stanu podstawowego
uktadu oraz widmo energetyczne elektronéw (czyli strukture pasmowg ciala statego). Pozostaje
zatem problem zastosowania odpowiednich metod obliczeniowych, w celu rozwigzania tych
rownan. Dwie, sposrdd kilku dobrze ugruntowanych metod teoretycznego wyznaczania struktury
elektronowej, zostang przedstawione w kolejnych rozdziatach.



Rozdziat 1
Metoda KKR

Rozdziat ten omawia podstawowe aspekty metody Korringi—Kohna—Rostokera, bgdacej jedng z
technik typu ab inito (z zasad pierwszych) uzywana do wyznaczania struktury elektronowej ciala
stalego. Metoda ta jest oparta na teorii wielokrotnego rozpraszania (MST - multiple scattering
theory) 1 stosuje si¢ w niej formalizm funkcji Greena. Metoda KKR stanowi teoretyczne zaplecze
programu RKKR [?], ktéry uzywany byl do okreslania struktury elektronowej i wlasnosci stanu
podstawowego zwiazkéw, bedacych przedmiotem zainteresowania w niniejszej pracy.

1.1 Funkcja Greena

Sposrod réznych sposobow rozwigzywania rownan rézniczkowych metoda funkcji Greena (GF)
jest chyba najbardziej fizyczng metoda, gdyz znajac posta¢ GF dla danego uktadu mozemy wprost
obliczy¢ wiele jego wlasciwosci fizycznych [£].

Operator Greena G, z ktérego wyznaczymy GF w odpowiadajacej nam reprezentacji (np.
potozeniowej), definiujemy jako operator odwrotny do operatora rézniczkowego £ w réwnaniu
jednorodnym:

L|p) = 0. (1.1)
W interesujgcym nas przypadku réwnania Schrodingera bedzie on miat postaé:
G(z) = L7(z) = (z = H) (1.2)
gdzie z oznacza energi¢ na plaszczyznie zespolonej. Spelnione jest wiec réwnanie operatorowe:
(z—H)G(z) = 1. (1.3)
Funkcja Greena w reprezentacji potozeniowej bedzie zdefiniowana poprzez:
Glr,v';2) = (r|G(2)Ir) (1.4)

Naktadamy na nig takie same warunki brzegowe, jak na rozwigzania odpowiadajacego jej jednorodnego
réownania rozniczkowego. GF stanowi wiec bardziej kompletny opis problemu, niz réwnanie
rézniczkowe, poniewaz automatycznie uwzglednia warunki brzegowe. Skoncentrujmy si¢ teraz
nad funkcja Greena dla réwnania Schrodingera .

Hamiltonian jest operatorem hermitowskim, posiada zatem ortonormalny i zupelny zbior
stan6w wlasnych |¢;), ktérym odpowiadajg rzeczywiste warto$ci wlasne €;:

> low) (o] =1 (1.5)

k

H|pr) = €x|r)- (1.6)
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Operator G(z) mozemy zatem wyrazi¢ w bazie stanéw |¢y), otrzymujac :
6(2) = (= = 1) Y o) on] = 3 1210 1)
k w2 €k

Z wzoru 1.7 wynika, ze operator G(z) nie jest jednoznacznie okre§lony w punktach z = €5, w
ktérych ma bieguny pierwszego rzedu. Funkcja Greena

G(r,7r';2) :ZM, (1.8)

% Z — €

gdzie ¢r(r) = (r|dx), bedzie wige analityczna na calej plaszczyzZnie zespolonej, z wyjatkiem
punktéw €, lezacych na osi R'. Zwiazek ten daje nam bardzo uzyteczna mozliwo$¢ wyliczania
wartoSci wlasnych H poprzez znajdowanie biegunéw GF.

Z powodu nieokreslonosci operatora Greena G(€) dla argumentéw rzeczywistych € € R (czyli
rowniez dla energii), wprowadza si¢ graniczne operatory:

G=(€) = lim, G(e £ in). (1.9)
—

Identycznie definiujemy graniczne reprezentacje funkcyjne G* i G

Pi(r) 9k (r')

G*(r,re) =1 : 1.10
(r, 775 €) ni%li o €E— € Lan (1.10)

Obliczajac sprzgzenie zespolone powyzszego wzoru otrzymamy istotng wlasnos¢:
G (r,r';€) = [GH(r,r;€)] (1.11)

Za jej pomoca tatwo otrzymaé mozna relacje, wyrazajaca zwiazek czesci urojonej GF z nieciagloscia
G, powstajgcg przy przejsciu przez oS rzeczywistg na plaszczyznie zespolone;j:’

Gt — G =2 Im(G"). (1.12)

Zwigzek funkcji Greena i gestoSci stanow

Podstawowa korzyscig z wprowadzenia funkcji Greena jest mozliwo$¢ bezposredniego uzyskania
z niej gestosci stanéw n(€), ktora, jak wiemy, jest réwna:

=) 0(€—€p). (1.13)
k

Dla stanéw elektronowych n(€)de jest iloscig stanéw na spin, w przedziale energii [€, € + de].
Uzywajac nastepujacego znanego zwigzku symbolicznego, stusznego podczas catkowania:
1 1

li = P- ‘ 1.14
ng(% x £ x T imo(a) ( )

w ktérym P oznacza warto$¢ gtéwng calki, funkcje G* i G~ mozemy wyrazié jako:

GE(r,r'; €) Zqﬁk (P:Fzmi(e—ek)) (1.15)

'Dla ciaglego widma energii obszar nieanalitycznosci GF bedzie linia ciecia wzdluz osi R.
2W niektérych miejscach dla przejrzystosci zapisu pomijany bedzie dtugi argument funkcji Greena.
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Odejmujac teraz stronami G i G~ i korzystajac z réwnania 1.12 dostaniemy:

2i Im(GT) = —2irm Zgbk d(€ — €x). (1.16)

Obliczajac nastepnie catke po diagonalnych elementach ImG* (§lad) otrzymamy:
[ mG(r, s e)a r=-n3 0 - e (1.17)

Poréwnujgc otrzymany rezultat z definicjg 1.13 znajdujemy szukany zwigzek funkcji Greena i
gestosci standéw elektronowych (DOS - density of states) w krysztale:

n(e) = —71T/ImG+(r,r; €)dr. (1.18)

Znajac wiec GF potrafimy bezposrednio wyliczy¢ jedng z najbardziej fundamentalnych wielkosci,
charakteryzujacych elektronowe wlasnosci ciata stalego — energetyczng funkcje gestosci standw.
Przy jej pomocy mozemy np. rozstrzygnac, czy badany zwigzek jest metalem czy pétprzewodnikiem,
ferromagnetykiem® czy paramagnetykiem Pauliego. W tym celu konieczne jest doktadne znalezienie
poziomu Fermiego Er, gdzie wykorzystuje si¢ warunek normalizacji:

N= 2/EF n(€)de. (1.19)

Calkowita liczba stanéw obsadzonych musi by¢ réwna iloSci elektronéw w krysztale N (czynnik
2 pochodzi od degeneracji spinowej). Jezeli n(Er) > 0, to mamy do czynienia z metalem, a
jezeli n(Er) = 0, to uktad w stanie podstawowym jest pSiprzewodnikiem (lub izolatorem).

W nastepnym paragrafie zobaczymy, jak formalizm ten zastosowany do najprostszego przypadku
— czastki swobodnej — prowadzi do dobrze znanej pierwiastkowej zaleznosci gestosci stanéw od

energii, tj. n(€) oc V€.
Funkcja Greena dla czgstki swobodnej

Jednym z elementarnych probleméw mechaniki kwantowej jest zagadnienie ruchu czastki swobodnej
opisywane réwnaniem Schrodingera . Hamiltonian w reprezentacji pedowej ma tutaj postac:

h*k?
Ho= 5= Kk’ (1.20)
natomiast funkcjami wtasnymi sg fale plaskie:
1 ikr
(rlk) = m)g/?ek . (1.21)
Operator Greena Gy(z) zgodnie z definicja 1.2 to:
_ 1
Go(2)=(z—H) ' = 0 (1.22)

Widzimy zatem, ze nie jest on okreSlony w punktach z = k2, ktére odpowiadaja wartoSciom
wlasnym energii €, = k2. Funkcje Greena wyliczymy zgodnie z 1.4:

G OI) = [ o) 1G5 (€)1 (ko) ke’ = (1.23)
[ B ey avant = (om)

k2+77

explik(r —r')]

€—k>+1 dk
U]

3wzbogacajac formalizm o zmienng spinowa
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gdzie skorzystano z zupeinosci [ |k)(k| = 1 i ortogonalnosci (k|k') = §(k— k') bazy stanéw |k).
Musimy teraz obliczy¢ powyzszg catke. Przechodzac do wspotrzednych sferycznych i catkujac
po katach otrzymamy:

1 1 < [ explik|r — ']
+ €)= dk 1.24
Gr(r,r5e) 4z'7r2|r—r’|/ € —k2+1in (1:24)

Pozostala do obliczenia niewlasciwa catka jednowymiarowa, ktéra znajdujemy korzystajac z
twierdzenia o residuach (catkujgc po konturze w gérnej pdiptaszczyznie zespolonej). Na mocy
lematu Jordana, wkiad do catki po pétokregu znika, a funkcja podcatkowa ma wewnatrz konturu
jeden biegun z residuum réwnym: *

res{k = (e +in)"/?} = —LeiletmZir=r'l, (1.25)

Mnozac teraz residuum przez 27, podstawiajgc wynik w miejsce catki w 1.24 i biorgc granice
n — 0T otrzymamy funkcje Greena dla czastki swobodnej:

ik|r—r’|
e
G*t he)=——"—— 1.26
(r7'5€) A |r — 7| (1.26)
gdzie k = /€, € > 0. Majac wyznaczona GF bez trudu obliczymy gesto$¢ stanéw 1.18:
girlr=’l 1 sin(k|r — 7'])
dr lim I dr im k————= 1.27
/ e m47r |r — /| ~am2 ) T Klr — /| (1.27)
Wiedzac teraz, ze lim, . sin(z)/x = 1, otrzymamy ostatecznie:
€
n(e) = V€ (1.28)

4

czyli dobrze znany wzér na gestos¢ stanéw (znormalizowang do jednostki objetosci) w podstawowym
modelu fizyki ciala stalego — modelu elektronéw swobodnych.

W tym prostym przyktadzie wykorzystaliSmy znajomos$¢ funkcji wlasnych dla rozwazanego
problemu. Nie jest to jednak konieczne. MoglibySmy wystartowa¢ z definicji 1.3, uzywajac
Hamiltonianu w reprezentacji potozeniowej (wéwczas 1 = §(r — r’)). Nastepnie, uzywajac
transformaty Fouriera, zamienilibySmy réwnanie rézniczkowe na algebraiczne. Po wyliczeniu
funkcji Greena, wrdcilibySmy do reprezentacji potozeniowej przez transformate odwrotng. Technika
taka jest czgsto uzywana do rozwigzywania prostszych probleméw (patrz np. [9]).

“Pierwiastek zespolony jest funkcja wieloznaczna. Skrétowo zapisana tutaj wartosé & = (€ + in)'/? oznacza
(€2 +n?)/4e9/2 czyli liczbe lezaca w I éw. Drugi biegun —¢ jest przesuniety o 7 i lezy w III éw.
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1.2 Funkcje Greena w teorii rozpraszania

W poprzednim paragrafie pokazaliSmy, jak wykorzysta¢ formalizm funkcji Greena w najprostszym
przypadku czastki swobodnej. Teraz pokazemy jak postgpowac, gdy ruch czastki jest zaburzony
przez oddzialywanie z polem zewnetrznym ). Hamiltonian dla takiego uktadu bedzie suma:

H="Ho+V, (1.29)

H, jest Hamiltonianem dla czastki swobodnej. Operator Greena w naszym problemie ma wiec
postac:

G(z)=(2—Hy—V) " (1.30)

Uzywajac operatora Greena dla czastki swobodnej 1 = Gy(2)(z —Hy) lewa strona réwnania 1.30
przybierze postac:

(1.31)

Go(=) (= — Ho) (=~ Ho = V)™ = Go() (F 222 )

Z—HO—V

—Go(2) (1+V ) = Go(2)(1 +VG(2)).

b
Z—HO—V

WyprowadziliSmy w ten spos6b samouzgodnione réwnanie Dysona na funkcje Greena dla Hamiltonianu
1.29:
G(2) = Go(z) + Go(2)VG(2). (1.32)

Rozwigzywac je mozemy iteracyjnie — otrzymamy wdwczas nieskoiczony szereg:

G =Gy + G VG + G VG VGy + .... (1.33)

Widzimy zatem, ze znalezienie Scistej funkcji Greena dla uktadu oddziatujacego, moze by¢ w
praktyce niewykonalne.
Obok operatora Greena wprowadza si¢ pomocniczy operator rozpraszania T(z):

T(z) =V + VG(2)V. (1.34)

T(z) ma takie same wlasnosci, jak G(z), czyli jest analityczny poza punktami, w ktérych H ma
wartosci wlasne. W tych punktach T(z) ma bieguny pierwszego rzedu. Dla z = €, analogicznie
jak w przypadku operatora Greena, definiuje si¢ operatory T*(€) (réwn. 1.9). Pokazemy teraz,
jak, przy pomocy stanéw wlasnych dla problemu niezaburzonego, otrzymac rozwigzanie dla
przypadku z oddziatywaniem ). Startujemy z rownan Schrodingera :

(€ —Ho)lp) = 0 (1.35)
(€ —=Ho)[) = V). (1.36)

Y1), spetnia zatem réwnanie samouzgodnione:’

Stan rozproszony na potencjale ),
[07) = (€ =Ho) " VI[¥T) = Gy ()V[¥™). (1.37)

W powyzszym réwnaniu nalezy jeszcze uwzgledni¢ rozwigzanie réwnania jednorodnego 1.35,
ktére mozemy interpretowac jako fale padajaca. Ostatecznie otrzymamy wigc:

") = 16) + Go (E)V]YT). (1.38)

SRozwigzaniami najbardziej interesujacymi od strony fizyczniej sg te, ktére generowane sg przez G (€), poniewaz
odpowiadaja falom rozchodzgcym si¢ od danego centrum rozpraszajacego — patrz np. [15]
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Réwnanie powyzsze jest rownaniem Lippmanna—Schwingera dla |)"), ktére jest podstawowym
narzedziem w teoretycznej analizie rozpraszania. W reprezentacji potozeniowej ma ono znang
postac:

W(r) = d(r) + / Go(r, ' V() (+')dr'. (1.39)

Jedng z najczesciej uzywanych technik jego rozwigzywania jest metoda szeregu Borna (w przyblizeniu
Borna ograniczamy si¢ do dwoch wyrazéw tego szeregu).

Wynik 1.38 przeksztatcimy jeszcze do postaci, wigzacej wprost stany rozproszone z ,,padajgcymi’.
Najpierw skorzystamy z tozsamosci:

1) = GGTHW) = (Go + GoVG)G ) = GoG 7 0) + GoV|). (1.40)

Réwnanie 1.38 dostarcza nam zwiazku : |¢)) —GoV|¢) = |¢), po podstawieniu ktérego otrzymamy:

(@) = GoG ™" |v) = [¥) = GG '19). (1.41)

Nastepnie uzywajac relacji :
GGy' = (e—Ho—V) Y e—Hy—V+V)=(1+GV) (1.42)
GoT = G(14+VG)V =GV (1.43)

rownanie 1.41 przeksztatlcimy do najczesciej spotykanych postaci:

W) = (14+G7(e) V)g) (1.44)
W)y = (14G5(e)TT(€))|a). (1.45)

Roéwnania powyzsze sg poszukiwanymi rownaniami Lippmanna—Schwingera, aczacymi bezposrednio
1) i |¢). Jak widaé z przedstawionego powyzej formalizmu, trudno nie docenic jego uzytecznosci
nie tylko w zagadnieniach rozpraszania, ale réwniez w catej mechanice kwantowej. Znajac
bowiem operator Greena G (lub operator rozpraszania T) potrafimy precyzyjnie scharakteryzowaé
analizowany uktad, tj. poda¢ jego energie wlasne, gestosci stanéw, czy postaé funkcji falowych.

Do opisu struktury elektronowej krysztatéw potencjat VV, w ktérym poruszaja si¢ elektrony, ma
niestety doS¢ skomplikowang posta¢ . W paragrafie 0.1 wyprowadziliSmy efektywne jednoczastkowe
rownania Kohna—Shama 15 1 powiedzieliSmy, ze ich rozwigzanie moze dostarczy¢ nam informacji
o podstawowych wilasnoSciach ciata stalego (m.in. strukture pasmowa). W kolejnym paragrafie
przedstawimy, jak zastosowaé metode funkcji Greena, i teori¢ rozpraszania, wlasnie w celu
okreslenia struktury pasmowe;j.

1.3 KKR i teoria wielokrotnego rozpraszania

Metoda funkcji Greena obliczefi struktury elektronowej materii skondensowanej, nosi nazwe
metody KKR, ktéra z kolei pochodzi od nazwisk jej tworcow: Korringi [10], oraz Kohna i
Rostokera [11]. Oryginalnie metoda ta sformutowana zostata w odmienny sposéb, niz zostanie tu
zaprezentowany. Z uwagi na prostszg posta¢ do implementacji numerycznej (jest ona podstawg
uzywanego programu RKKR), oraz czesto uzywany model muffin-tin potencjatu krystalicznego,
przedstawiamy ja w terminach teorii rozpraszania wielokrotnego (MST - multiple scattering
theory). Formalizm MST jest do$¢ rozbudowany 1 szczegélowe przedstawienie go wykracza
poza zakres pracy, stad zostanie podany w duzym skrécie. Wiecej szczegétéw mozna znalezé na
przyktad w pracach [7] oraz [12].

Na problem zachowania si¢ elektronéw w sieci krystalicznej mozemy spojrzeé, jako na
zagadnienie propagacji czastek w obecnosci bardzo wielu potencjatéow rozpraszajacych. Korzystajac
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z teorii DFT wyprowadziliSmy efektywny potencjat Vg (r) 14, ktéry bedzie naszym potencjalem
rozpraszajacym. W celu uproszczenia problemu, przedstawiamy go w przyblizeniu muffin—tin
(MT), w postaci sumy nieprzekrywajacych si¢, sferycznych potencjatéw, ktorych Srodki umieszczone
sa w weztach sieci krystaliczne;j:

Vegr(r Zv r:) (1.46)

gdzie r; jest potozeniem okreSlonym wzgledem i-tego wezta (centrum i-tej komoérki Wignera—
Seitza w sieci monoatomowej):
ri=1r— R, (1.47)

Poza sferami MT, o promieniu RM7, przyjmujemy, ze potencjat ma wartos¢ zero:

Vi(ri), |ri —Tz\RMT

Operator dla potencjatu 1.46 zapiszemy w postaci:

V=> V. (1.49)

Zadaniem naszym bedzie znalezienie wyrazenia na operator rozpraszania T, z ktérego, jak wiemy,
bedziemy mogli wyznaczy¢ np. energie elektronéw — struktur¢ pasmowa. Z definicji 1.34 oraz
zwigzku 1.43 otrzymamy réwnanie na T (€) dla potencjatu 1.49:

THe) =Y (Vi + Vi G4 () ZQ+ (1.50)

7

Zdefiniowalismy pomocniczg wielko$¢ Q; (€), ktéra mozemy interpretowaé, jako operator opisujacy
rozpraszanie elektrondw na danym wezle sieci ¢, uwzgledniajagcy obecno$¢ wszystkich innych
wezléw. Przeksztatcimy go do postaci®:

Q,(€) =V, + ViGo(€)T(€) = V; + V;Go(€) Z Q,(€) (1.51)
=V, + ViGo(€)Qi(€) + Vi D Go(€)Q;(€)
J#i

z ktorej otrzymamy:

Qi(€) = [1 = ViGo(€)]™" <1+ZQO )). (1.52)

J#
Jezeli w naszym uktadzie znajdowatoby si¢ tylko jedno centrum rozpraszajace, operator T (€)
zredukowalby si¢ do postaci:
Tl(E) = tz<€> = V,+V; ga(e) ti(ﬁ),
ti(€) = [1—V; Go(e)] V. (1.53)

WprowadziliSmy w ten sposéb operator rozpraszania single—site t; dla pojedynczego centrum.
Przy jego pomocy wyrazenie 1.52 na Q; zapiszemy w uzytecznej postaci:

Q;(€) = t;(€) + D _ti(€)Go(€)Q;(€) (1.54)
JFi

oW dalszym ciggu bedziemy czesto opuszczaé symbol *+’. Jezeli pojawi sie operator zalezny od energii np. G(€)
nalezy rozumie¢, ze jest to GT(€).
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podobnie zapiszemy T, wstawiajac 1.54 do 1.50:

) JF

1

T(e)=> (ti(e) + Zti(e)go(e)Qj(e)) . (1.55)

Wykorzystujac teraz otrzymane wyrazenia i podstawiajac 1.54 do 1.55, dostajemy rozwinigcie
operatora rozpraszania wzgledem operatoréw single—site t; i Greena dla czgstki swobodnej G :

T(€) = Zti(e) + > ti(€)Go(€)t;(€) + D> ti(€)Go(€)t;(€)Go(€)tm(€) + . ... (1.56)

J#i J#i m#j

Wyrazenie to mozemy zinterpretowac nastepujaco: stan kwantowy elektronu, propagujacego si¢
w sieci krystalicznej, jest superpozycja jednokrotnych rozproszen na wszystkich pojedynczych
centrach rozpraszajacych, nastepnie rozproszen dwukrotnych, trzykrotnych, itd ...

Aby uprosci¢ posta¢ réwnania 1.56, wprowadzono jeszcze jedna wielko§¢ pomocniczg —
Sciezkowy operator rozpraszania T (tzw. path scattering operator), przy pomocy ktérego Q i
T moga by¢ zapisane w zwarty sposob:

Qi(e) =>_7V(€) (1.57)
J
T(e) = 7Y(e). (1.58)
2%
Dla zupeltnosci nalezy jeszcze podaé jawne wyrazenie na 7%:
79(€) = ti(€)di; + I ti€) Gol€) TV™(€). (1.59)
m£i

Sumujgc powyzsze wyrazenie wzgledem {i, j} rzeczywiscie otrzymamy rozwinigcie 1.56.

Fizycznie operator 7%/ opisuje Sciezke rozpraszania fali — z wezta i do j. Widzimy zatem
po raz kolejny, ze w proces rozproszenia elektronu pomiedzy dwoma weztami sieci: ¢ oraz j,
zaangazowane sg wszystkie inne centra rozpraszajace. Podczas propagacji, z punktu ¢ do 7, czastka
oddziatuje z potencjatem V; a nastgpnie z pozostalymi potencjatami V,,. Pelna funkcja falowa,
ktérag moglibySmy policzy¢ przy uzyciu T, jest wiec superpozycja po wszystkich mozliwych
Sciezkach rozproszenia. Mozna to rozumie¢ jako efekt delokalizacji elektronéw w krysztale. Jest
to by¢ moze bardziej obrazowa interpretacja rownowaznego réwnania 1.56.

Operator 7%/ ma jeszcze jedng istotng wtasno$¢ w modelu muffin—tin. Podobnie, jak potencjat
danego wezla, jego ,,obszar dzialania” rozcigga sie¢ tylko wewngtrz odpowiednich sfer MT:
g G(p. pl . RMT . RMT

(rir (€)Ir') = { ' (Tl(’),rwe)’ rzv\inf;m Ig\r;}j/p;dﬁjl ' (1.60)

Przypomnijmy, ze naszym gtéwnym zadaniem jest znalezienie metody wyznaczenia biegunéw
operatora rozpraszania T (€), kt6re okre$la nam energie wlasne elektronéw. Poniewaz ich polozenie
bedzie si¢ pokrywalo z umiejscowieniem biegunéw 7% (€), mozemy alternatywnie poszukiwac
biegunéw drugiego z operatoréw. Musimy oczywiscie przej$s¢ od réwnan operatorowych, do
ich funkcyjnych reprezentacji. Ze wzgledu na lokalny charakter 7 (1.60) i sferyczng symetri¢
potencjatu, naturalnym wyborem bazy sa harmoniki sferyczne Y,,, () do opisu zaleznosci katowych,
oraz sferyczne funkcje Bessela j, i Neumanna n;, odpowiadajace radialnym rozwigzaniom réwnania
Schrodingera .

Zaczynamy od przetransformowania elementéw macierzowych 1.60 do przestrzeni k:

(kK €) = / e KT (g v €)™, (1.61)



1.3 KKR i teoria wielokrotnego rozpraszania 15

nastepnie rozwijamy je w bazie funkcji sferycznych: ({I,m} = L)

T (kK €) = (4m)2 D" Yi(k) 77 (kK5 €) Y (K). (1.62)

L,L'

Podobnie postgpujemy z calym réwnaniem 1.59 (wigcej szczegdéléw mozna znaleZzé w pracy
[14]). Ograniczajac sie do proceséw, w ktérych k = k' = k = /€ (elementy macierzowe on the
energy shell) z rownania 1.59 otrzymamy uktad algebraicznych réwnan (Appendix w [14]):

(k) = (k) 65X + 3" Bit.(k) 1% (k) | - (1.63)

mL//

W powyzszym réwnaniu wprowadzili§my wazng macierz B, ktéra zalezy tylko od symetrii
sieci, poniewaz jest odpowiednim rozwini¢ciem funkcji Greena czastki swobodnej 1.26:

Go(r —r's€) =D Yi(ri)ji(kr) BYE (1) ju (k1) Y (r)). (1.64)
LL
Zalezno$¢ od potencjatu rozpraszajacego jest catkowicie zawarta w macierzy rozpraszania t,
ktéra moze zosta¢ wyznaczona z definicji 1.53. Jest ona réwniez zwigzana z [-tym przesunieciem
fazowym ¢, rozproszonej fali parcjalne;j:

ti(k) = —r ") sin[57 (k). (1.65)

Przesunigcie fazowe 0; okresla asymptotyczng postac fali rozproszonej na pojedynczym centrum
(patrz np. [15]).

Z uwagi na to, ze rozpatrujemy idealny krysztat z niezaburzona dyskretna symetria translacyjna,’
wszystkie wielkosci zaleze¢ beda wyltacznie od wzglednego polozenia weziow R; — R;. Przy
diagonalizacji réwnania 1.63 mozemy si¢ zatem postuzy¢ sieciowymi transformatami Fouriera.
Przeksztalcenie bedzie mialo postac :

T (K ! Zewp —iq(R; — R))| 7} (K), (1.66)

gdzie q jest wektorem z pierwszej strefy Brillouina, a N to liczba wezléw sieci (definicja
dla uktadu z 1 atomem na komoérke elementarng). Wynikiem transformacji rownania 1.63 jest
nastepujace wyrazenie:

74(k) = t(k)[1 + Bq(rk)79(k)] (1.67)

(W powyzszym zapisie pominigte zostaly indeksy { LL’}). Mozemy wigc teraz wyznaczy¢ ostateczne
réwnanie na 7:

(k) = [t (k) — Bq(m)]*l. (1.68)

Jest to réwnanie macierzowe, zatem poszukiwane bieguny Sciezkowego operatora rozpraszania
beda okreslone warunkiem znikania wyznacznika réwnania 1.68:

det[t™" (k) — Bq(r)] = 0. (1.69)

Powyzsze rownanie jest gtbwnym wynikiem naszego zmudnego rachunku, pozwala bowiem
na wyznaczenie relacji dyspersji €(q) dla elektronéw w krysztale. Zauwazmy, ze w wyprowadzonym
réwnaniu uzyskaliSmy pewng separacj¢ atomowych i geometrycznych wilasnosci ciata statego.
Przypomnijmy, zZe macierz Bg(k) zalezy wylacznie od geometrii ukladu (jest to tzw. macierz
statych struktury KKR). Podstawowg wiasnoScig réwnania sekularnego 1.69 i korzyscig w bezposrednich

"Uzywajac metody KKR mozliwy jest réwniez opis struktur nieuporzadkowanych (stopéw) np. w ramach
przyblizenia koherentnego potencjalu CPA (coherent potential approximation).



16 Metoda KKR

obliczeniach numerycznych jest to, ze macierz B wystarczy wyznaczy¢ jednokrotnie podczas
wykonywania pierwszej iteracji obliczenn samouzgodnionych. Zalezno$¢ od rodzaju atoméw (od
ksztattu potencjalu rozpraszajacego) zawarta jest w macierzy rozpraszania single—site t. Widaé
zatem bardzo czytelnie, ze struktura pasmowa ciala stalego wyrasta z potaczenia tych dwdch,
fundamentalnych charakterystyk materiatu: przestrzennego rozktadu atomoéw, oraz ich lokalnych
wlasnoSci elektronowych, zdeterminowanych rodzajem atoméw budujacych krysztat.

Wyznaczenie Sciezkowego operatora rozpraszania 7 pozwala rowniez na znalezienie pelnej
funkcji Greena. Z definicji 1.34 mamy:

GHe) =V ITH(e)V ! —p! (1.70)

gdzie T+ (€) jest zwigzany z 7% (€) poprzez definicje 1.58. Mozna wykazaé, ze funkcja Greena
w reprezentacji polozeniowej bedzie miata postaé: [7]

Gr(r,r's€) =Y Z (ri, €)1/ (€) 23, (v}, €) — Z} (ri, €) J1, (v, €)1 (1.71)
LL'

Funkcja Z% (r;, €) jest tzw. rozwigzaniem rozproszonym réwnania Schrodingera :
Zr(r, €) = kmy(kr) — ktan 1 (8;) 51 (kr), (1.72)
natomiast druga czes$¢ réwnania 1.71, zawierajaca funkcje J& (r;, €):
Jp(r,€) = ji(kr)Yr(r), (1.73)

jest nieregularng czescig rozwigzania (amplituda jest rozbiezna dla r — 0). Wyposazeni w funkcje
Greena mozemy teraz, na podstawie rownania 1.18, znalez¢ gesto$¢ stanéw elektronowych w
krysztale. Widzimy réwniez, ze cz¢S¢ nieregularna, poniewaz jest rzeczywista, nie odgrywa tutaj
duzej roli. Wktad do gestosci stanéw daje bowiem jedynie cze$¢é urojona G*5.

Podsumowujac rozdziat dotyczacy metody KKR mozemy stwierdzié, ze przedstawiona technika
jest bardzo ogdlna, nie wymaga wielu drobiazgowych zatozen. Startujac prawie catkowicie z
pierwszych zasad jesteSmy w stanie podaé, w duzej zgodnoSci z do§wiadczeniem, wielkoSci
charakteryzujace cialo stale. Spos6b wyznaczenia dwoch z nich — krzywych dyspersji i gegstosci
stanOw — zostal opisany bardziej szczegétowo. Jedynym parametrem ,,doSwiadczalnym”, ktory
powinniSmy znaé przystepujac do obliczen, to struktura krystaliczna zwigzku, czyli stale sieci
oraz pozycje atoméw w komorce elementarnej. Nie jest to jednak absolutnie konieczne. Mozna
bowiem, analizujac energi¢ catkowitg hipotetycznych uktadéw (przynajmniej w prostszych przypadkach),
znaleZ¢ strukture o minimalnej energii, ktéra powinna odpowiadac tej realizowanej w przyrodzie.
Na przyktad, badajac mozliwe struktury dla miedzi, otrzymujemy najnizszg energi¢ w ukladzie
fecc ze stalg sieci bliska ap = 6.83 ap. Nalezy jednak podkresli¢, ze analiza taka bylaby
zdecydowanie bardziej czasochtonna i nie zawsze jednoznaczna dla ztozonych cial stalych.

Gtéwnymi zatozeniami, ograniczajacymi uzyteczno$¢ metody KKR (jak réwniez innych metod
typu ab inito), sa przyblizenia potencjatu krystalicznego LDA oraz muffin-tin. Pierwsze z nich,
jak wspomnieliSmy w paragrafie 0.2, uniemozliwia opis stanu podstawowego ukladéw silnie
skorelowanych. Natomiast zatozenie sferycznosci potencjatu ogranicza badanie zwigzkéw o silnie

8Warto dodad, ze ostatnio w ramach formalizmu KKR udato sie wypracowa¢ nowa posta¢ réwnania sekularnego
KKR 1.68, ze wzgledu na zmieniona normalizacj¢ funkcji falowych na brzegach sfer muffin-tin. Pozwala ona
precyzyjnie, jednoznacznie i szybko ,,wyluskiwa¢” miejsca zerowe funkcji (warto$ci) wlasnych z réwnania 1.68 dla
danego wektora k. Umozliwia to ich quasi-liniowa zalezno$¢ od energii [!3] (w réwnaniu ,,tradycyjnym” jest ona
silnie nieliniowa). Problem ten staje si¢ rzeczywiscie krytyczny w przypadku uktadéw bardzo ztozonych, gdzie duza
ilo§¢ atoméw w komdrce elementarnej pociaga za sobg pojawianie sie ogromnej liczby pasm energetycznych ¢, (k)
w niewielkim przedziale energii.
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anizotropowych wiasnosciach elektronowych. Odrzucenie zatozenia sferycznosci jest mozliwe, ale
prowadzi oczywiScie do znacznego skomplikowania teorii’.
Rozszerzajac teori¢ funkcjonatu gestosci o mozliwos¢ wystapienia polaryzacji spinowej (spin—
DFT), i uogdlniajac odpowiednio metode KKR, otrzymamy bardzo skuteczne narzgdzie do
badania struktur magnetycznych. Umozliwi nam to badanie wlasno$ci magnetycznych materiatéw,
poprzez obliczenie warto$ci atomowych momentéw magnetycznych, czy pdl nadsubtelnych na
jadrach dla kolinearnych struktur magnetycznych (ferromagnetyzm, ferrimagnetyzm, antyferromagnetyzm).

°Dostepne sa juz odpowiednie pakiety obliczer struktury elektronowej z pelnym potencjatem, np. FLAPW
WIEN2k : www.wien2k.at
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