/. Praca i energia

7-1. Wstep

Podstawowym zagadnieniem dynamiki punktu materialnego jest okreslenie ruchu
punktu, jeZeli znana jest sita dzialajaca na ten punkt. Méwiac o ,,ruchu” punktu material-
nego mamy na mysli zmiany polozenia tego punktu w czasie. Jezeli ruch jest jednowymia-
rowy, zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia zaleznoéci x od czasu, czyli funkcji x(z).
W poprzednich dwoéch rozdziatach rozwiazywaliSmy to zagadnienie dla specjalnego przy-
padku stalej sity. Metoda, jaka tam stosowali$my, jest nastepujaca. Korzystajac z odpo-
wiednich praw rzadzacych oddzialywaniami znajdujemy wypadkowa sile F dzialajaca
na punkt materialny. Nastepnie podstawiamy sile F oraz mas¢ m punktu do réwnania
wyrazajacego druga zasade dynamiki Newtona i znajdujemy przyspieszenie a punktu,
czyli

F

m

a=

Jesli sita F i masa m sa stale, przyspieszenie a réwniez musi by¢ stale. Przyjmijmy, ze o$ x
ma kierunek zgodny z kierunkiem tego stalego przyspieszenia. Wowczas mozemy znalezé
predko$¢ punktu materialnego na podstawie réwnania (3-12):

v = vy+at,
a jego polozenie na podstawie réwnania (3-15) (w ktérym x, = 0):

X = vot+Lat?;

zwracamy uwagg, ze dla wygody i uproszczenia opuscilismy w tych réwnaniach indeks x.
Ostatecznie réwnanie daje nam wlasnie to, co na ogét chcemy znaé, mianowicie potozenie
punktu w funkcji czasu, x(z).

Zagadnienie jednakze staje si¢ bardziej zloZone, jesli sita dzialajaca na punkt materialny
nie jest stata. W tym przypadku przyspieszenie punktu znajdujemy, podobnie jak poprzed-
nio, réwniez z drugiej zasady Newtona. Ale w celu znalezienia predkosci i polozenia punktu
nie mozemy teraz korzysta¢ ze wzoréw wyprowadzonych dla przypadku stalego przyspie-
szenia, poniewaz to przyspieszenie nie jest obecnie state. Aby rozwiaza¢ takie zagadnienie
bedziemy si¢ postugiwaé matematyczng operacja catkowania, ktéra oméwimy w tym roz-
dziale.
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Ograniczymy nasza uwagg do sil, ktore zaleza jedynie od poloZenia punktu material-
nego wzgledem otoczenia. Tego typu sily s3 sitami najczgsciej spotykanymi w fizyce.
Przykladami tych sil s sily grawitacyjne dzialajagce migdzy dwoma cialami, takimi jak
Storice i Ziemia lub Ziemia i Ksigzyc, oraz sita wywierana przez rozciagnigta sprezyne
na cialo, do ktoérego jest ona przyczepiona. Postgpowanie pozwalajace okreslié ruch punktu
materialnego poddanego dziataniu takich sit prowadzi nas do pojgcia pracy i energii kine-
tycznej oraz do sformutowania twierdzenia o pracy i energii, gléwnego twierdzenia tego
rozdzialu. W rozdziale 8 oméwimy szerzej pojgcie energii oraz zasade zachowania ener-
gii, zasade, ktéra odegrata ogromng rol¢ w rozwoju fizyki.

7-2. Praca wykonana przez sile stalg

Rozwazmy punkt materialny poddany dzialaniu pewnej sity. W najprostszym przy-
padku sifa F jest stala, a punkt porusza si¢ po linii prostej w kierunku dzialania tej sily.
W takim przypadku prace wykonang przez te sile przy przemieszczaniu punktu materialnego
definiujemy jako iloczyn sity F i drogi d przebytej przez punkt w czasie ruchu. Mozemy to
zapisa¢ jako

W= Fd.

Stala sita dzialajaca na punkt materialny nie musi mie¢ jednakze kierunku zgodnego
z kierunkiem ruchu tego punktu. Wobec tego, ogolniej, definiujemy prace wykonang
przez okreSlonq sile przy przemieszczeniu okreslonego punktu materialnego, jako iloczyn
skladowej tej sity w kierunku ruchu punktu przez droge d, jaka przebedzie ten punkt.
Na rysunku 7-1 pokazano stalg sil¢ F tworzaca kat ¢ z osia x i dzialajaca na punkt ma-
terialny, ktérego przemieszczenie wzdtuz osi x wynosi d. Jesli W przedstawia prace wyko-
nang przez silg F w czasie tego przemieszczenia, to zgodnie z nasza definicja,

W = (Fcosg)d. (7-1)

Rys. 7-1. Sita F powoduje przemieszczenie
klocka na odleglo$¢ d. Skladowa sily F
wykonujaca pracg ma warto$¢ Fcosgp. Wy-
konana praca jest rbwna Fdcosg(= F-d)

Oczywiscie na punkt materialny poruszajacy si¢ w opisany sposéb musza dzialaé jeszcze
inne sity (na przyklad jego cigzar oraz sila tarcia wywierana przez plaszczyzng). Punkt
materialny, na ktéry dziala tylko jedna sita, moze przemieszczaé si¢ w kierunku innym niz
kierunek dziatania tej sity. Przykladem tego jest ruch ciala rzuconego ukos$nie wzgledem
Ziemi. Natomiast punkt taki moze poruszaé si¢ po linii prostej tylko wéwczas, gdy kie-
runek tej linii pokrywa si¢ z kierunkiem dziatania sity. Réwnanie (7-1) okresla jedynie prace
wykonanq przy przemieszczaniu punktu materialnego przez jednq szczegdlng sile F. Prace
wykonana przy przemieszczaniu tego punktu przez inne sily nalezy oblicza¢ oddzielnie.
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Catkowita praca wykonana przy przemieszczaniu punktu materialnego jest suma prac
wykonanych przez poszczegdlne sily.

Jesli @ jest réwne zeru, praca wykonana przez site F wynosi po prostu Fd, co zgadza sie
© z naszym poprzednim réwnaniem. Wobec tego, jeZeli pozioma sita przesuwa cialo w kie-
runku poziomym lub sita pionowa wznosi to cialo pionowo, praca wykonana przez te
sify jest iloczynem wartosci bezwzglednej sity i przebytej drogi x. Gdy ¢ wynosi 90° sita
nie ma skladowej w kierunku ruchu. Sifa taka nie wykonuje wiec pracy przy przemiesz-
czaniu ciata. Na przyklad pionowa sila utrzymujaca cialo w ustalonej odleglosci od po-
wierzehni Ziemi nie wykonuje pracy nawet wéwczas, gdy cialo to porusza si¢ poziomo
wzgledem tej powierzchni. Podobnie, sita dosrodkowa dzialajaca na poruszajace sie cialo
nie wykonuje pracy przy przemieszczaniu tego ciala, poniewaz kierunek tej sity i kierunek
ruchu ciata s3 zawsze prostopadle wzgledem siebie. Oczywiscie sila nie wykonuje pracy,
gdy przemieszczenie ciala jest réwne zeru, poniewaz wowczas ciato si¢ nie porusza. Na
rysunku 7-2 przedstawiliSmy powszechnie znane przykiady, w ktérych sila przytozona do
ciala nie wykonuje pracy nad tym cialem.

Rys. 7-2. Sily przylozone do ciala nie zawsze wykonuja pracg. (a) Klocek porusza si¢ w prawo ze stalg
predkoscia v po gladkiej powierzchni. Ani cigzar klocka W, ani sita N nacisku powierzchni nie wykonuje
pracy. (b) Kulka porusza si¢ po okregu pod dziataniem sity dosrodkowe;j T. Sita ta nadaje kulce przyspie-
szenie dosrodkowe a, ale nie wykonuje ona Zzadnej pracy. W obu przypadkach (a) i (b) rozwazane sity
(W,NiT) maja kierunek prostopadly do przemieszczenia, wobec czego W = F-d = Fdcosg =
= Fdcos90° = 0. (c) Walec wisi na sznurku. Ani naprezenie sznurka T, ani ci¢zar walca W nie wykonuja
pracy. (d) Walec spoczywa w wyzlobieniu; zadna z sit dzialajacych na walec ani W, ani N; ani N nie wy-
konuje pracy. W obu przypadkach (c) i (d) praca wykonana przez rozwazane sily jest réwna zeru, ponie-
waz przemieszczenie jest réwne zeru

Zauwazmy, Ze réwnanie (7-1) mozna zapisa¢ w postaci (Fcos ¢)d lub F(dcos ¢). Oznacza
to, Ze pracg mozna oblicza¢ dwoma sposobami: albo mnozac warto$¢ bezwzgledna prze-
mieszczenia przez skladowa sity w kierunku tego przemieszczenia, albo mnozac warto$é
bezwzgledna sily przez sktadowa przemieszczenia w kierunku tej sity. Oba te sposoby daja
zawsze taki sam wynik.

Praca jest skalarem, mimo ze obie wielkosci wchodzace do jej definicji, sita i przemiesz-
czenie, s3 wektorami. W paragrafie 2-4 zdefiniowali$my iloczyn skalarny dwéch wektoréw
jako wielkos¢ skalarna, ktéra otrzymujemy mnozac warto$¢ bezwzgledna jednego wektora
przez sktadowa drugiego wektora wzdluz kierunku pierwszego. Obiecywalismy tam, Ze
wkrétce przedstawimy wielkosci fizyczne zachowujace si¢ jak iloczyny skalarne. Praca
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okreslona réwnaniem (7-1) jest wlasnie taka wielkoscia. Postugujac si¢ terminologia algebry
wektoréw réwnanie to mozZemy zapisaé w postaci:

W=F-d, (7-2)
gdzie kropka oznacza iloczyn skalarny. Réwnanie (7-2) dla F i d odpowiada réwnaniu
(2-11) dla a i b.

Praca moze by¢ dodatnia lub ujemna. JeZeli przemieszczenie punktu materialnego,
na ktéry dziala sita, ma sktadowa skierowang przeciwnie do kierunku tej sily, praca wy-
konana przez tg sil¢ jest ujemna. Kat migdzy wektorami sity i przemieszczenia jest wowczas
katem rozwartym. Na przyklad, jesli kto$ kladzie jaki§ przedmiot na podtogg, skierowana
do gory sita jego reki chronigcej ten przedmiot od upadku jest ujemna. W tym przypadku
@ = 180°, poniewaz F jest skierowane do goéry, a d —w dét.

Okazuje sig, ze praca zdefiniowana tak, jak podaje réwnanie (7-2), jest pojeciem bardzo
uzytecznym w fizyce. Wprowadzona przez nas definicja pojecia pracy nie pokrywa sig
ze znaczeniem, jakie nadajemy temu stowu w Zyciu codziennym. To moze wprowadzi¢
pewne zamieszanie. Osoba trzymajaca nieruchomo w powietrzu cigzki przedmiot moze
powiedzieé, ze wykonuje cigzka prace. I rzeczywiscie w sensie fizjologicznym praca jej jest
ciezka, ale w sensie fizycznym nie wykonuje ona Zadnej pracy, poniewaz przyloZona sila
nie powoduje przemieszczenia przedmiotu. W fizyce bedziemy uzywaé stowa praca wy-
lacznie w sensie, jaki nadaje temu slowu réwnanie (7-2). Stowa zapozyczone z jezyka co-
dziennego i uzywane do okreslania bardzo konkretnych poje¢ spotykamy w wielu dziedzi-
nach nauki. Na przyklad znaczenie stéw zasada i komdrka w chemii i biologii jest zupetnie
inne niz w mowie potocznej.

Jednostka pracy jest praca wykonana przez jednostkowa silg przy przemieszczeniu ciata
na jednostkowa odlegtoéé w kierunku dziatania tej sity. W ukladzie SI jednostka pracy jest
1 N- m. Jednostka ta nazywana jest dzulem [J]. W ukladzie CGS jednostka pracy jest
1 dyna-cm. Jednostka ta jest nazywana ergiem. Korzystajac z zalezno$ci miedzy 1 N
i1 dyng oraz 1 m i 1 cm znajdujemy, ze 1 J = 107 ergéw.

Przyklad 1. Klocek o masie 10 kg nalezy przesunaé¢ z podstawy na szczyt réwni pochylej majacej
dhugo$¢ 5 m i wysoko$¢ 3 m. Jaka prace musi wykona¢ rownolegla do réwni sita pchajaca klocek ze stalg
predkoscia, jezeli zalozymy, Ze nie ma tarcia i Ze przyspieszenie ziemskie w tym miejscu ma wartosé
g = 9,80 m/s2.

Sytuacja przedstawiona jest na rys. 7-3a. Sily dzialajace na klocek pokazane sg na rys. 7-3b. Najpierw

musimy znalezé P, warto$¢ bezwzgledna sity pchajacej klocek wzdluz réwni. Poniewaz ruch odbywa si¢
bez przyspieszenia, wypadkowa sita réwnoleglta do réwni musi by¢ réwna zeru. Stad
P—mgsinf = 0,
czyli
P = mgsin6 = 10,0 kg- 9,80 m/s?- 3/5 = 58,8 N.
Wobec tego, na podstawie réwnania (7-1), w ktorym ¢ = 0°, praca wykonana przez sil¢ P wynosi
W =P-d = PdcosO = Pd = 58,8 N-5,00 m =294 J.

Gdyby klocek trzeba bylo podnie§é do gory bez uzycia réwni, wykonana praca bylaby wéwczas réwna

iloczynowi pionowej sily mg przez pionowa odlegloé¢, czyli wynositaby
98,0 N-3,00 m =294 J,

a wigc tyle samo co poprzednio. Jedyna roznica jest to, ze korzystajac z rowni mozemy przylozyé do pod-
noszonego klocka mniejsza sitle (P = 58,8 N) niz przy podnoszeniu bez réwni (mg = 98,0 N); z drugiej
strony klocek pchany po réwni ma do przebycia wigksza droge (5,00 m) niz klocek podnoszony bezposred-
nio (3,00 m).
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Rys. 7-3. Przykiad 1. (a) Sila P przemieszcza klocek na odlegtos¢ d, w gore réowni pochylej nachylonej
pod katem 6 do poziomu. (b) Sily dzialajace na klocek

Przvklad 2. Chlopiec ciagnie sanki o masie 5 kg, ze stalg predkosciq, po poziomej powierzchni,
na drodze 9 m. Jaka prace wykona on przy ciagnigciu, jesli wspolczynnik tarcia kinetycznego wynosi 0,20,
a sznurek tworzy kat 45° z poziomem?

p b
Vw

Rys. 7-4. Przyktad 2. (a) Chlopiec przesuwa sanki na odleglo$¢ d, ciagnac za sznurek sita P tworzaca
kat ¢ z poziomem. (b) Sily dzialajace na sanki

Sytuacja przedstawiona jest na rys. 7-4a, a sity dzialajace na sanki — na rys. 7-4b. P jest sila, jaka chio-
piec ciagnie sanki, w — cigzarem sanek, F, — sila tarcia, a N sila normalna, z jakg powierzchnia dziata
na sanki. Praca, jaka wykona chlopiec ciagnac sanki jest rowna

W =P-d = Pdcosgp.
Aby obliczy¢ jej wartosé, musimy najpierw znalezé wartosé P, ktéra nie byla podana w zadaniu. Przy szu-
kaniu P skorzystamy z wykresu sil.
Poniewaz sanki poruszaja si¢ bez przyspieszenia, z drugiej zasady dynamiki otrzymujemy
P cosp—F, =0
oraz

P sing+N—w = 0.
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Wiemy rowniez, ze miedzy F, i N istnieje zaleznos¢
F. = wN.

Te trzy rOwnania zawieraja trzy nieznane wielkosci: P, F; i N. Aby znalez¢ P, eliminujemy z nich F,

i N, a otrzymane rownanie rozwigzujemy wzgledem P. Czytelnik powinien sprawdzié, ze
P = ww/(cosp+ wsing).
Dla g =020, w=35 kH i ¢ = 45° otrzymujemy
P =0,20-5 kH/(0,707+0,141) = 1,2 kG.
Wobec tego dla d = 9 m praca wykonana przez chlopca przy ciagnigciu sanek wynosi
W = Pdcosp = 1,2 kG-9 m-0,707 = 7,65 kGm = 0,78 J.

Pionowa skladowa sily P nie wykonuje zadnej pracy. Zauwazmy jednak, ze redukuje ona prostopadia

do sanek sile nacisku (N = w— Psing) i dzigki temu zmniejsza warto$¢ bezwzgledna sily tarcia (F; = uxN).

Czy gdyby chlopiec ciagnal sznurek poziomo, a nie pod katem 45° do poziomu, praca wykonana przez
niego bylaby wigksza, mniejsza czy taka sama, jak w oméwionym przypadku?

7-3. Praca wykonana przez sile zmienng.
Przypadek jednowymiarowy

Rozwazmy teraz pracg wykonana przez silg, ktora nie jest stala. Zajmiemy si¢ najpierw
silg, ktora zmienia si¢ tylko co do wartosci bezwzglednej. Przyjmijmy, Ze sila ta jest funkcja
potozenia, F(x), i ze kierunek jej jest zgodny z kierunkiem osi x. Jaka pracg wykona ta
sita przy przesuwaniu tego ciala od polozenia x; do potozenia x,?

Na rysunku 7-5 zrobiliSmy wykres funkcji F(x). Podzielmy catkowite przemieszczenie
ciala na duza liczbe jednakowych przedzialéw Ax (rys. 7-5a). Rozwazmy male przemiesz-
czenie Ax od x,; do x; +Ax. Podczas tego przemieszczenia sita F ma prawie stata wartosé
i praca AW, jaka ona wykonuje, jest w przyblizeniu réwna

AW = FAx, (7-3)

gdzie F jest wartoscig sity w punkcie x, . Podobnie podczas malego przemieszczenia ciala
od x; +Ax do x; +2Ax sila F ma prawie stala warto$¢ i praca wykonana przez nig wynosi
w przyblizeniu AW = FAx, gdzie F jest wartoscia sity w punkcie x, +Ax. Catkowita praca
wykonana przez sile F przy przemieszczaniu ciala od polozenia x;, do poloZenia x,, W,,,
jest réwna, w przyblizeniu, sumie duzej liczby wyrazéw analogicznych do wyrazu danego
réwnaniem (7-3), przy czym warto$¢ F w kazdym wyrazie jest inna. Stad

Wi = ) FAx, (7-4)
X1
gdzie grecka litera sigma (Z) oznacza, Ze nalezy wykonaé sumowanie po wszystkich prze-
dziatach zawartych miedzy x, i x,.

Aby otrzyma¢ lepsze przyblizenie, mozemy podzieli¢ catkowite przemieszczenie od x,
do x, na wigksza liczbe jednakowych przedziatéw Ax (rys. 7-5b); x bedzie wéwczas mniejsze
i warto$¢ F na poczatku kazdego przedziatu bedzie blizsza prawdziwej wartosci sity wew-
natrz przedziatu. Jest rzecza jasna, Ze zmniejszajac coraz bardziej Ax, tzn. zwigkszajac
liczbe przedzialéw, mozemy otrzymywaé coraz to lepsze przyblizenia. Gdy Ax dazy do
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Rys. 7-5. Obliczenie calki S F(x)dx polega na znalezieniu powierzchni zawartej pod krzywa F(x) w gra-
X

nicach migdzy x, i x,. Mozna to zrobi¢, w przyblizeniu, w sposob pokazany na gérnym rysunku (a), mia-
nowicie dzielac rozwazana powierzchni¢ na paski o szerokosci Ax kazdy. Suma powierzchni powstatych
prostokatow daje przyblizona warto$é szukanej powierzchni. Na rysunku $rodkowym (b) paski sa wezsze,
powstale prostokaty mniejsze i suma ich powierzchni mniej rézni sie od prawdziwej wartoéci szukanej
powierzchni. Na rysunku dolnym (c) szerokosé paskow jest infinitezymalnie mala. Wielkosé brakujacych
kawalkow powierzchni na szczycie kazdego paska dazy do zera, gdy dx dazy do zera, dzigki czemu otrzy-
mujemy dokladna wartos¢ szukanej powierzchni

zera, a liczba przedziatéw do nieskoficzonosci, mozemy otrzymac dokladna wartosé pracy
wykonanej przez sile F. Praca ta jest réwna

Wiz = lim FAx. (7-5)
Ax—0 r

Zaleznosé
lim FAx = S Fdx,

Ax—>0 1 x1
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jak wiadomo z analizy matematycznej, jest definicjq calki funkcji F w przedziale od x,
do x,. Liczbowo wielkos¢ ta jest doktadnie réwna polu powierzchni zawartej migdzy krzywa
przedstawiajaca warto$¢ sity i osia x, w przedziale migdzy x, i x, (rys. 7-5¢). Catke mozna
wiegc interpretowa¢ graficznie jako pole pewnej powierzchni. Symbol { jest znieksztalcon
litera S (suma) i oznacza proces catkowania. Catkowita pracg wykonang przez sil¢ F pod-
czas przemieszczania ciala z potozenia x, do polozenia x, mozna zapisa¢ w postaci
x‘;
Wi = | F(x)dx. (7-6)
X1
Jako przykltad rozwazmy sprezyng przyczepiona do Sciany. Przyjmijmy, Ze pozioma o§
sprezyny pokrywa si¢ z osia x, a poczatek ukladu, x = 0, umies¢my na koncu nie roz-
ciagnigtej sprezyny. Jako dodatni kierunek osi x przyjmijmy kierunek od $ciany na zew-
natrz. W dalszymr ciagu bedziemy zaklada¢, Ze sprezyna jest rozciagana tak wolno, aby
w kazdej chwili mozna bylo uwazaé, ze praktycznie znajduje si¢ ona w stanie réwnowagi
(a=0).
Jezeli rozciagniemy sprezyne tak, Ze jej koniec znajduje si¢ w punkcie x, sprezyna bedzie
wywierala na rozciagajace ja ciato silg wynoszaca, z dobrym przyblizeniem,

F = —kx, (7-7)

gdzie k jest pewna stala nazywana wspdlczynnikiem spreiystosci (stalq sprezystosci) spre-
zyny. Réwnanie (7-7) jest prawem okreSlajacym oddzialywanie migdzy sprezyna i punktem
materialnym. Kierunek tej sily jest zawsze przeciwny niz kierunek przemieszczenia konca
sprezyny z jego polozenia réwnowagi. Gdy sprezyna jest rozciagnigta, x > 01 F jest ujemne;
gdy sprezyna jest Scisnieta, x < 0 i F jest dodatnie. Sita wywierana przez sprezyng jest silg
przywracajgcq réwnowage, poniewaz jest ona zawsze skierowana w strong poczatkowego
potozenia. Rzeczywiste sprezyny podlegaja prawu wyrazonemu réwnaniem (7-7) (nazywa-
nemu prawem Hooke’a), pod warunkiem, Ze nie rozciggamy ich poza pewne okreslone
granice. Wielkos¢ k jest wartoscig sity przypadajaca na jednostke wydluzenia. Bardzo
sztywne sprezyny maja wigc duza wartos¢ k.

Aby rozciagnaé sprezyne, musimy przylozyé¢ do niej site F' réwna co do wartosci, lecz
przeciwnie skierowang do sity F. Przytozona sila* wynosi wigc F’ = kx i praca wykonana
przez te site podczas rozciagania sprezyny i przemieszczania jej konca z potozenia x; do
poloZenia x, jest rdOwna**

Wi = | Fdx = § (kn)dx = Jkx3 -3kl

* Gdyby wartoéé przylozonej sily byta rozna od kx, na sprezyne dzialalaby wypadkowa, nie zréwno-
wazona sita i sprezyna poruszalaby si¢ z przyspieszeniem. Aby obliczy¢ wykonana pracg, musielibySmy
wowczas okresli¢ warto§¢ przylozonej sily w kazdym punkcie pomiedzy x; i x;. Niezaleznie od tego, jakie
bylyby te wartosci, przy zalozeniu, ze predkosé sprezyny na poczatku i na koncu przedziatu [x;, x;] jest
taka sama, otrzymaliby$my dla tego przedzialu zawsze t¢ sama prace. Najlatwiej mozna jednak obliczyé
prace zakladajac, ze przylozona sita wynosi F’ = kx, tzn. ze ruch odbywa si¢ bez przyspieszenia. W tym
celu wlasnie, na poczatku naszych rozwazan zalozyliémy, e sprezyna porusza si¢ bez przyspieszenia.

** Czytelnik, ktory dopiero zapoznal si¢ z rachunkiem catkowym, powinien przestudiowac listg
calek w dodatku 1. :
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Przyjmujac, ze x; = 0, a x, = x, otrzymujemy

X

w = (kxydx = 3kx2. (7-8)

0
Jest to praca wykonana przy przemieszczaniu konca sprezyny od polozenia, w ktérym
sprezyna byla nie rozciagnigta, do potozenia, w ktérym wydtuZenie jej wynosi x. Zauwazmy,
Ze praca wykonana przy $ciskaniu sprezyny o wielkos¢ x jest taka sama, jak przy wydhu-
Zaniu jej o tg wielko$é, poniewaz w réwnaniu (7-8) przemieszczenie x wystepuje w kwad-
racie; przy kazdym znaku x otrzymujemy dodatnia warto$é pracy W.

Rys. 7-6. Sita, jaka nalezy przylozyé podczas roz-
iagania sprezyny, wynosi F’ = kx. Powierzchnia za-
warta pod krzywa przedstawiajaca te sil¢ jest rowna
racy wykonanej przy rozciaganiu spr¢zyny o dtu-
0S¢ x. Wielko$¢ tej powierzchni mozna znalezé za
- pomoca catkowania albo za pomoca wzoru na po-
wierzchni¢ trojkata

Calke mozemy réwniez obliczy¢ znajdujac pole powierzchni migdzy krzywa przedsta-
wiajaca zaleznos¢ sity od x i osig x, w przedziale od x = 0 do x = x. Powierzchnig ta na
rys. 7-6 jest bialy tréjkat o podstawie x i wysokosci xk. Pole tej powierzchni wynosi

3(x)(kx) = fkx?,

co zgadza si¢ z rownaniem (7-8).

7-4. Praca wykonana przez sile zmienng.
Przypadek dwuwymiarowy

Sifa F dzialajaca na punkt materialny moze zmieniaé zaréwno swoja wartos¢, jak i kierunek; punkt
moze wigc poruszaé si¢ po torze krzywoliniowym. Aby obliczyé prace wykonana w tym ogélnym przy-
padku, dzielimy tor punktu na duza liczbg matych przemieszczen Ar majacych kierunki zgodne z kierunkiem
ruchu punktu. Na rysunku 7-7 pokazano dwa takie, dowolnie wybrane przemieszczenia, dla pewnego
ruchu; pokazano tam réwniez warto$¢ sity F i kat ¢ zawarty miedzy kierunkiem sity F i kierunkiem
przemieszczenia Ar w obu polozeniach. Prace wykonana przy przemieszczaniu punktu materialnego o Ar
znajdujemy z zaleznosci

dW = F-Ar = FcosgAr. (7-9)
Pracg wykonana przez zmienna site F przy przemieszczaniu punktu materialnego, powiedzmy, z polozenia a
do polozenia b (narys. 7-7) obliczamy, w przyblizeniu, dodajac (sumujac) elementarne prace wykonane na
poszczegllnych odcinkach liniowych, na jakie mozemy podzieli¢ dany odcinek krzywej. Zmniejszajac
coraz bardziej dtugosci liniowych odcinkoéw Ar mozemy je w koficu zastapi¢ rozniczkami dr, a sume prac
wykonanych na tych odcinkach zastapié¢ catka, podobnie jak w rownaniu (7-6). Szukana praca bedzie

wowczas dana zaleznoscia
b

b
Wa = (F-dr = | Feosgdr. (7-10a)
a

a
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Wartos¢ tej calki bedziemy mogli obliczy¢ dopiero wowczas, gdy okreslimy, w jaki sposOb zmienia si¢ F
i @ w rownaniu (7-10a), od punktu do punktu, na wybranym odcinku toru; obie te wielkosci sa funkcjami
wspolrzednych punktu materialnego, x i y (rys. 7-7).

Rys. 7-7. Zmiana sily F i kata ¢ wzdluz toru. Gdy Ar
dazy do zera, mozemy go zastapié¢ rézniczka dr; wektor
dr ma zawsze kierunek predkosci poruszajacego sie

x ciala (poniewaz v = dr/d?), a wigc styczny w kazdym
punkcie do toru

Przedstawiajac F i dr za pomoca ich skladowych mozemy otrzymaé inne, rownowazne réwnaniu
(7-10a), wyrazenie na W,,. Mianowicie F = iF;+jF,, a dr = idx+jdy, wobec czego F - dr = F.dx+ F,dy.
Przy ostatnich obliczeniach skorzystaliémy z faktu (patrz zadanie 22, rozdziat 2), ze i-i =j-j = 1 oraz
i-j=j-i=0. Podstawiajac otrzymany wynik do réwnania (7-10a) otrzymujemy

b
W = S (Fedx+ F,dy). (7-10b)
a

Calki wystepujace w rownaniach (7-10a) i (7-10b) nazywamy caltkami krzywoliniowymi.

Przyklad 3. Jako przyklad, w ktorym mamy do czynienia z sila zmienna, rozwazmy punkt materialny
o0 masie m zawieszony na niewazkiej nici o dlugosci /. Jest to tzw. wahadlo proste albo matematyczne.
Przemie$émy ten punkt po drodze kolowej o promieniu / od polozenia, w ktérym kat ¢ = 0, do polo-
zenia g = @, przykladajac do niego pewna, stale poziomgq, sitg. Mozemy na przykiad ciagna¢ poziomo za
sznurek przyczepiony do tego punktu materialnego. W kierunku pionowym punkt ten przemiesci si¢ wowczas
na odleglo$¢ A. Na rysunku 7-8a przedstawiono omowiong sytuacje, a na rysunku 7-8b pokazano sily dzia
lajace na punkt materialny, w pewnym dowolnie wybranym polozeniu ¢. Sitami tymi sa: przylozona sita F,
naprezenie linki T oraz cigzar punktu materialnego mg.

y
kierunek
wektora dr
46_1. X
F'
mg
AN
Y
()
- ! Rys. 7-8. (a) Wahadlo matematyczne. Punktowa masa m
h wisi na lince o dlugosci /. Maksymalne wychylenie masy jest
l X rowne @,. (b) Sily dzialajace na mas¢ m poddane dziataniu
poziomej sily F

Podobnie jak poprzednio (i z tych samych powod6w) zakladamy, Ze nie ma przyspieszenia, co oznacza
w praktyce, ze ruch musi odbywaé si¢ bardzo wolno. Sila F jest zawsze pozioma, ale kierunek przemiesz-
czenia dr jest styczny do luku okregu w kazdym punkcie i zalezy od wartosci kata ¢. Sita F musi zmienia¢
swoja warto$¢ w taki sposob, aby mogla ona rownowazy¢ pozioma skladowa naprezenia linki. Zauwazmy,
ze w rozwazanym przypadku kat pomiedzy F i dr jest rowny katowemu przemieszczeniu punktu ¢.
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Praca wykonana przez sil¢ F przy przemieszczeniu masy m z polozenia ¢ = 0 do polozenia ¢ = @o
wynosi

?=%o P=9o
W= { Fdr= S Fcosgdr (7-10a)
@=0 ¢=0
lub
x=(I-h)tggo,y=h
W= § (Fodx+ F,dy). (7-10b)
x=0,y=0

Obliczamy catke wystepujaca w réwnaniu (7-10b).
Zauwazmy, ze na podstawie pierwszej zasady Newtona (rys. 7-8b)
F,=Tsinp i mg= Tcosp.
Eliminujac z tych dwoch réwnan T otrzymujemy
F, = mgtge.
Z rysunku 7-8b rowniez wynika, ze F, = 0. Podstawiajac otrzymane wartosci na Fx i F, do réwnania
(7-10b) mamy
x=(I—h)tgpo.y=k

W = s mgtgpdx.
x=0,y=0

Nastgpnie, z rysunku (7-8a) wynika, ze
tgp = dy/dx, czyli tgedx =dy.
Korzystajac z ostatniej zaleznosci oraz z tego, ze calka zalezy wylacznie od y, wykonujemy catkowanie
otrzymujac ostatecznie
y=h h

W= S mgdy = mngy:mgh.
y=0 0

Czytelnik powinien teraz sprobowa¢ obliczyé prace wykonang przy przemieszczaniu punktu material-

nego wzdhuz tuku, ze stala predkoscia, pod dziataniem sity majacej w kazdym punkcie kierunek styczny do

luku. W tym przypadku wygodniej bedzie postuzy¢ si¢ rownaniem (7-10a), korzystajac z faktu, ze sila jest

zawsze styczna do tuku i przyjmujac dr = /dg. Otrzymany wynik powinien by¢ taki sam jak poprzednio,

W = mgh. Zauwazmy, ze oba te rezultaty sa rowne pracy, jaka nalezy wykona¢ przy podnoszeniu masy m
pionowo na wysoko$é A.

Jaka pracg wykona przy przemieszczaniu punktu materialnego naprezenie linki T?

7-5. Energia kinetyczna i twierdzenie o pracy i energii

W dotychczasowych przykladach na obliczanie pracy mielismy do czynienia z przed-
miotami poruszajacymi si¢ bez przyspieszenia. W takich przypadkach wypadkowa sila
dzialajaca na przedmiot jest réwna zeru. Teraz przyjmijmy, ze wypadkowa sita dzialajaca
na przedmiot jest rézna od zera, a wigc przedmiot porusza si¢ z przyspieszeniem. Jest to
przypadek réwnowazny pod kazdym wzgledem przypadkowi, gdy na przedmiot dziata
pojedyncza, nie zréwnowazona sila.

Najprostszy jest przypadek, gdy wypadkowa sila F jest stala. Taka sila dzialajac na
punkt materialny o masie m nadaje temu punktowi stale przyspieszenie a. Zalézmy, ze
kierunek osi x pokrywa si¢ ze wspélnym kierunkiem sity F i przyspieszenia a. Jaka prace
wykonuje ta sita przy przemieszczaniu punktu materialnego na odlegtos¢ x? Dla (stalego)
przyspieszenia mamy zaleznosci
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oraz
V+7,

5 b
Sa to, odpowiednio, réwnania (3-12) i (3-14), w ktérych, dla wygody, opusciliémy indeks x,
a w ostatnim réwnaniu przyjelismy x, = 0. v, jest tutaj predkoscia punktu materialnego
w chwili # = 0, a v jego predkoscia w chwili . Wykonana praca jest wiec rowna

7)—1)0 1)+i)0
t ) 2

W =Fx = max = m( )t = imv? —Imod. (7-11)
Polowe iloczynu masy ciala przez kwadrat jego predkosci nazywamy energiq kinetyczng
tego ciala. Jezeli energi¢ kinetyczna oznaczymy symbolem K, wéwczas

K= imv2 (7-12)

Roéwnanie (7-11) mozemy teraz sformutowac stownie w nastepujacy sposéb: Praca wykonana
przez wypadkowq sile F dzialajacq na punkt materialny jest réwna zmianie energii kinetycznej
tego punktu.

Mimo Ze twierdzenie to udowodniliSmy jedynie dla sily stalej, jest ono stuszne zawsze,
niezaleznie od tego, czy wypadkowa sila jest stala, czy zmienna. Przypuéémy, na przyklad,
ze wypadkowa sita zmienia si¢ co do wartosci (ale nie zmienia swego kierunku) i przyjmijmy,
Ze przemieszczenie odbywa si¢ w kierunku tej sity. Zalézmy ponadto, Ze kierunek ten pok-
rywa si¢ z kierunkiem osi x. Praca wykonana przez wypadkowa sil¢ przy przemieszczaniu
punktu materialnego z polozenia x, w poloZenie x wynosi

X
w=\Fdr={Fax.
Xo
Ale z drugiej zasady Newtona, F = ma, a przyspieszenie a mozna zapisa¢ w postaci
do do dx do do

Cc T ax ar - ax T 'ac
Stad

X X v
W= SFdx = va—idx = vadv = Imo? —Imod. (7.13)

Bardziej ogélny jest przypadek, gdy sita zmienia si¢ zaréwno co do wartosci, jak i co
do kierunku, a ruch odbywa si¢ wzdluz linii krzywej, jak na rys. 7-7. (Patrz zadanie 8.)
W tym przypadku jeszcze raz mozemy stwierdzié, Ze praca wykonana przez sitle wypadkowa
przy przemieszczaniu punktu materialnego jest rOwna zmianie energii kinetycznej tego
punktu.

Praca wykonana przez wypadkowq sile przy przemieszczaniu punktu materialnego jest
zawsze Téwna zmianie energii kinetycznej tego punktu:

W (sity wypadkowej) = K—K, = AK. (7.14)
Roéwnanie (7-14) znane jest jako twierdzenie o pracy i energii*.
* W polskiej literaturze fizycznej nazwa ta nie byla dotychczas uzywana. (Przyp. thum.)
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Zauwazmy, ze jeSli warto$¢ predkosci punktu materialnego jest stala, nie ma zadnej
zmiany energii kinetycznej i praca wykonana przez sil¢ wypadkowa jest réwna zeru.
W ruchu jednostajnym po okregu na przykiad wartos¢ predkosci punktu jest stala i sita
dosrodkowa nie wykonuje Zzadnej pracy przy przemieszczaniu si¢ tego punktu. Sita tworzaca
kat prosty z kierunkiem ruchu zmienia jedynie kierunek predkosci, a nigdy nie zmienia jej
wartosci. Jedynie wowczas, gdy sita wypadkowa ma rézng od zera skladowa w kierunku
ruchu punktu materialnego, zmienia ona warto$¢ predkosci tego punktu, czyli jego energie
kinetyczna. Prace nad punktem materialnym wykonuje jedynie skladowa sity majaca kie-
runek zgodny z kierunkiem ruchu tego punktu. Jest to zgodne z nasza definicja pracy jako
iloczynu skalarnego, poniewaz jedynie sktadowa sity F w kierunku dr daje wkiad do wy-
razenia F- dr.

Jezeli energia kinetyczna punktu materialnego maleje, praca wykonana przez sile wy-
padkowa przy przemieszczaniu tego punktu jest ujemna. Przemieszczenie i sktadowa sity
wypadkowej w kierunku ruchu sa woéwczas skierowane przeciwnie. Praca wykonana przez
site wypadkowa przy przemieszczaniu punktu materialnego jest réwna pracy, jaka wykonuje
ten punkt przeciwko tej sile wzigtej ze znakiem minus. Jest to konsekwencja trzeciej za-
sady dynamiki Newtona. Réwnanie (7-14) mozna zinterpretowaé w nastgpujacy sposob:
kinetyczna energia punktu materialnego maleje o wielko$é réwna dokladnie pracy, jaka
wykonuje ten punkt. Méwimy, Ze cialo znajdujace si¢ w ruchu ma pewna zmagazynowana
energi¢; wykonujac pracg ciato to zmniejsza swa predkos¢ i traci czesé tej energii. Energia
kinetyczna ciala znajdujgcego sie w ruchu jest wiec réwna pracy, jakq moze wykona¢ to cialo,
zanim si¢ zatrzyma. Wynik ten jest stuszny niezaleznie od tego, czy przylozone sily sg stale,
czy zmienne.

Jednostki energii kinetycznej i pracy sa takie same. Energia kinetyczna, podobnie jak
praca, jest wielkos$cia skalarng. Energia kinetyczna zespotu punktéw materialnych jest po
prostu (algebraiczna) suma energii kinetycznych poszczegdlnych punktéw.

Przyklad 4. Neutron, jedna z czastek tworzacych jadro, przebiega migdzy dwoma punktami odlegtymi
od siebie 0 6,0 m, w czasie 1,8+ 10~* s. ZnaleZ¢ jego energi¢ kinetyczng zakladajac, ze predkoéé neutronu
jest stala. Masa neutronu wynosi 1,7 10727 kg.

Predko$¢ znajdujemy z wzoru
d 6 m
7 = Taoases = 3,3-10* m/s.

v= 1,8-10-% s

Energia kinetyczna jest rowna
K=1mv?=%(1,7-10"2"kg) (3,3-10* m/s)? = 9,3-1071° J.
Dla celow fizyki jadrowej dzul [J] jest zbyt duza jednostka. Jednostka cze$ciej uzywana jest elektronowolt

[eV]), rowny 1,60- 10~1° J. Energia kinetyczna neutronu w naszym przykladzie, wyrazona w elektrono-
woltach, wynosi

lev

K=93-10"1J. —
1,60-10-1° J

=58 eV.

Przyklad 5. Zal6ézmy, ze dla malych odleglosci nad powierzchnia Ziemi sita grawitacyjna jest stala.
Z wysokosci h nad ta powierzchnia upuszczono ciato, w chwili poczatkowej znajdujace si¢ w spoczynku.
Jaka bedzie energia kinetyczna tego ciala tuz przez uderzeniem w Ziemie? Przyrost energii kinetycznej
ciala rOwny jest pracy wykonanej przez sile wypadkowa, ktéra w tym wypadku jest sila grawitacyjna.
Sita ta jest stala i skierowana wzdluz kierunku ruchu, wobec czego wykonana praca wynosi

W =F-d = mgh.
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Predko$é poczatkowa ciata vo = 0, a predkos¢ koficowa wynosi v. Energia kinetyczna nabyta przez cialo
jest rowna
Imv?—4mv} = 1mv?-0.
Przyrownujac te dwa réwnowazne sobie wyrazy otrzymujemy
K = 1mv? = mgh.
Jest to energia kinetyczna, jaka ma cialo tuz przed uderzeniem w ziemie.
Predkos¢ tego ciala jest wowczas réwna

v=1V2h.

Czytelnik powinien pokaza¢, ze przy spadku z wysokosci /4, na wysokos$¢ k, energia ciala wzrasta od
wartosci $mv}, do wartosci $mv3, przy czym
-}mv%—‘}mvi = mg(hy—h;).
W powyzszym przykiadzie mieliSmy do czynienia ze stala sila i stalym przyspieszeniem. Mozemy tutaj
zastosowa¢ rOwniez metody oméwione w poprzednim paragrafie. Czy potrafisz pokazaé, w jaki spos6b
wyniki otrzymane z rozwazafi energetycznych mozna wyprowadzi¢ na podstawie zasad dynamiki dla cial
poruszajacych si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym?

Przyklad 6. Klocek wazacy 4 kG $lizga si¢ po gladkim, poziomym stole z predkoscia 2 m/s. Na-
potkawszy na swojej drodze sprezyng klocek ten ciska ja i zatrzymuje sie. O ile zostanie SciSnigta spr¢zyna
esli jej wspolczynnik sprezystosci wynosi 1,6 kg/m?

Energia kinetyczna klocka jest rowna

1 (w
K= mv’=—(—)v’.
3 2 (3

Energia ta jest rowna pracy, jaka wykona klocek, zanim zostanie zatrzymany. Praca wykonana przy $cisni¢-
ciu spre¢zyny o x w stosunku do jej normalnej dlugosci wynosi

W= Lkx?,

wobec czego

%kx’ = 7 —!)z,
14

w 8,0
x = 'g—kv= W2,0m=1,4m.

7-6. Znaczenie twierdzenia o pracy i energii

skad

Twierdzenie o pracy i energii nie jest nowym, niezaleznym prawem mechaniki klasycz-
nej. Po prostu zdefiniowalismy prace i energi¢ kinetyczng oraz wyprowadzilismy zalezno$é
migdzy tymi wielkosciami korzystajac bezposrednio z drugiej zasady Newtona. Twierdzenie
o pracy i energii jest jednak bardzo pozyteczne przy rozwiazywaniu zagadniesi, w ktérych
latwo mozna obliczy¢ pracg wykonana przez site wypadkowa i w ktérych chcemy znalez¢
predkos¢ punktu materialnego w jakim$ potozeniu. Jeszcze wigksze znaczenie ma fakt, ze
twierdzenie to moze postuzy¢ jako punkt wyjscia do bardzo szerokich uogélnies, majacych
duze znaczenie dla fizyki. Podkreslalimy juz, ze twierdzenie o pracy i energii jest wazne,
jesli W interpretujemy jako prace wykonana przez sile wypadkowq dzialajaca na punkt
materialny. W wielu zagadnieniach jednakze wygodniej jest oblicza¢ prace wykonane przez
poszczegllne rodzaje sit i nadawa¢ tym pracom specjalne nazwy. Pozwoli to na wprowa-
dzenie poje¢ réznych rodzajoéw energii i sformutowanie zasady zachowania energii, ktdra
bedzie tematem nastgpnego rozdziatu.
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7-7. Moc

Rozwazmy teraz czas, w jakim wykonywana jest praca. Przy podnoszeniu okreslonego
ciala na okreslong wysokos¢ trzeba zawsze wykona¢ taka sama prace niezaleznie od tego,
czy czynnos¢ ta trwala jedna sekunde, czy jeden rok. Czgsto jednakze bardziej interesuje
nas szybkos¢ wykonywania pracy niz catkowita praca wykonana.

Szybkos¢ wykonywania pracy jest to moc. Srednia moc dostarczana przez jakies urza-
dzenie jest rowna catkowitej pracy wykonanej przez to urzadzenie podzielonej przez cal-
kowity przedzial czasu, czyli

P = W
Moc chwilowa dostarczana przez to urzadzenie wynosi
P =dw/dt. (7-15)
Gdy moc jest stala w czasie, wowczas P = P i
W = Pt.
W ukladzie SI jednostka mocy jest 1 J/s, nazywany watem [I W]. Nazwa tej jednostki
pochodzi od nazwiska Jamesa Watta, ktory zasadniczo udoskonalit maszyne parowa jego
czaséw, co utorowalo droge dzisiejszym, bardziej wydajnym maszynom parowym. Po-
niewaz jednostka ta jest zbyt mata dla celéw praktycznych, wprowadzono réwniez wigksza
jednostke, nazywang koniem mechanicznym [KM]. Podobna jednostke, réwna mocy, ktéra
jest zdolny wydatkowaé kon chciat wprowadzi¢ sam Watt. Jeden kot mechaniczny jest
ré6wny okoto 736 W, czyli w przyblizeniu trzy czwarte kilowata [3/4 kW]. Prawdziwy kof
nie zdotatby diugo wydatkowaé takiej mocy.
Prace mozna takZze wyraza¢ w jednostkach moc - czas. Stad pochodzi na przyktad wy-

razenie kilowatogodzina [kWh]. Jedna kilowatogodzina jest réwna pracy, jaka wykona
w ciagu 1 godziny urzadzenie o mocy 1 kW.

Przyklad 7. Samochod, ktorego silnik dostarcza moc réwna 100 kM, jedzie z predkoscia 90 km/h
(=25 m/s). Czemu réwna jest sila ciagu silnika?

W F-d
P=—=—__ =F-v.
t t
Sifa ciagu F ma kierunek taki jak kierunek ruchu, czyli predkosc v, wobec tego
P = Fv

oraz
p_P _100KM 736W IN'm
T v 25m/s 1KM 17

Dlaczego samochéd nie jedzie ruchem przyspieszonym?

= 2944 N.

Pytania

1. Czy istnieja jakies stowa, ktore, podobnie jak stowo ,,praca”, maja inne znaczenie w j¢zyku po-
tocznym, a inne w nauce?

2. Przypusémy, ze na punkt materialny przemieszczajacy sie z jednego miejsca na drugie dzialaja trzy
stale sity. Czy praca, jaka wykonuje wypadkowa tych sil, jest rowna sumie prac wykonanych przez kazda
sil¢ z osobna?

3. Rownia pochyla (patrz przyklad 1) jest to maszyna prosta, pozwalajaca wykonaé prace przy uzyciu
sily mniejszej niz sila, ktora trzeba by uzy¢ bez pomocy réwni. To samo mozna powiedzie¢ o klinie, dzwigni,
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érubie, kole zebatym i krazku. Czy przy pomocy tych maszyn mozna zmniejszy¢ ilo§¢ pracy, jaka nalezy
wykonac?

4. Podczas zawodow polegajacych na ,,przeciaganiu liny” jedna z druzyn jest powoli przeciagana przez
druga. Jaka praca zostaje przy tym wykonana i przez kogo?

5. Czy praca wykonywana przez sily tarcia jest zawsze ujemna? Wyjasni¢ to.

6. Czlowiek wywiera stala sil¢ na nieruchoma $ciang i nie wykonuje mechanicznej pracy. Dlaczego
wigc jest zmeczony ?

7. Cztowiek podnosi kule do gry w kregle z podiogi i kladzie ja na stole. Na kule dzialaja dwie sily:
jej ciezar — mg i sila, ktora dziatal cztowiek + mg. Obie te sity rownowaza si¢ i wydawaloby sig, ze nie zostala
wykonana zadna praca. Z drugiej strony wiemy, ze czlowiek wykonal nad kula jaka$ prace. Co jest nie
w porzadku?

8. Sprezyne przecig¢to na pot. Jaki jest stosunek miedzy stala k calej sprezyny a stala k jednej z otrzy-
manych potowek?

9. Mamy dwie sprezyny identyczne pod kazdym wzgledem, z wyjatkiem tego, ze jedna z nich jest
sztywniejsza od drugiej, tzn. k4 > kg. Sprezyny te zostaly rozciagnigte: (a) o t¢ sama dtugosc i (b) z taka
sama sita. Przy rozciaganiu ktorej z tych sprezyn w kazdym z tych przypadkoéw nalezalo wykonaé wigksza
pracg?

10. Czy energia kinetyczna uzalezniona jest od kierunku ruchu? Czy moze by¢ ujemna?

11. Praca wykonana przez silg¢ wypadkowa jest zawsze rowna zmianie energii kinetycznej ciala. Czy
moze si¢ zdarzyé, ze praca wykonana przez ktoras z sit sktadowych bedzie wigksza od tej zmiany energii?
Jesli tak, podaé jakie$ przyklady?

12. Czlowiek wyrzuca pitke pionowo do gory i fapie ja. Co na podstawie twierdzenia o pracy i energii
mozna jako$ciowo powiedzie¢ o swobodnym locie w rozpatrywanym przypadku? Odpowiedzie¢ na pytanie
najpierw pomijajac opOr powietrza, nastgpnie biorac go pod uwage.

13. Dwoje dzieci bawi si¢ na platformie pociagu rzucajac do siebie pitk¢. Czy energia kinetyczna tej
pitki zalezy od predkosci pociagu? Czy wybor uktadu odniesienia ma jaki§ wplyw na Twoja odpowiedz?
Jesli tak, to czy mozna uwaza¢, ze energia kinetyczna jest wielkodcia skalarna? (Patrz zad. 21.)

14. Czy praca wykonana nad punktem materialnym przez sil¢ wypadkowa zalezy od (inercjalnego)
ukladu odniesienia obserwatora? Czy zmiana energii kinetycznej takze jest uzalezniona od tego ukladu
odniesienia?

15. Mezczyzna plynacy lodzia wiostowa w gore strumienia spoczywa wzgledem brzegu. (a) Czy wy-
konuje on jaka$ prace? (b) Mezczyzna przestaje wiostowaé i pozwala znie$é si¢ pradowi w d6t strumienia.
Czy w tym wypadku jest wykonywana jakakolwiek praca?

16. Czy moc potrzebna do podniesienia pudia na platforme zalezy od szybko$ci podnoszenia?

17. Czlowiek przenosi pare¢ ksiazek z jednej p6iki bibliotecznej na potke wyzsza w czasie ¢. Czy praca,
jaka wykonuje, zalezy od (a) masy ksiazek, (b) cigzaru ksiazek, (c) wysokosci, na ktérej znajduje si¢ poltka
wyzsza, (d) czasu ¢ i (e) sposobu przenoszenia: prosto w gor¢ lub po pewnej krzywej w gore.

18. Slyszy sie wiele o ,,kryzysie energetycznym”. Czy nie byloby lepiej sprecyzowane wyrazenie ,,kry-
zys mocy”?

Zadania

Paragraf 7-2

1. Mezczyzna pcha ciato o cigzarze 270 N po poziomej podlodze, sila skierowana w d6t pod katem
45° do poziomu, przesuwajac go ze stala predkoscia na odleglo$¢ 9,1 m. Jaka prace wykonuje on przy tym,
jesli wspolczynnik tarcia kinetycznego wynosi 0,20?

Odp.: 610 J.

2. Blok o masie m = 3,57 kg zostal przesuniety ze stala predkoscia po poziomej podiodze, na odleglosé
d = 4,06 m, przy pomocy liny wywierajacej na ten blok sile F = 7,68 N i tworzacej z poziomem kat
9 = 15,0°. Obliczy¢ (a) calkowita prace wykonana przy przesuwaniu bloku; (b) pracg wykonang przez ling;
(¢) prace wykonang przez sile tarcia; (d) wspoélczynnik tarcia kinetycznego miedzy blokiem i podtoga.

3. Blok lodu wazacy 50 kG zeslizguje si¢ po rOwni pochylej majacej dtugos$é 1,5 m i wysoko$¢ 0,9 m.
Mezczyzna pcha ten 10d sila rownolegla do rowni w ten sposob, ze predkos$¢ ze§lizgiwania si¢ lodu jest stala.
Wspolczynnik tarcia migdzy powierzchnia réwni i lodem wynosi 0,10. Znalezé: (a) Sile wywierang przez
mezczyzng na blok, (b) pracg wykonang przez mezczyzng, (¢) pracg wykonana przez sile grawitacyjna,
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(d) prace wykonang przez silg, jaka powierzchnia dziata na blok, (e) pracg wykonana przez sit¢ wypadkowa,
przy przemieszczaniu bloku, oraz (f) zmiang¢ energii kinetycznej bloku.

Odp.: (a) 26 kG; (b) —352,4 J; (c) 406 J; (d) —54,2 J; (e) zero; (f) zero.

4. Skrzyni¢ o ciezarze 250 kG (2200 N) wiszaca na linie o dtugosci 12 m odchylono w bok na od-
legto$é 1,2 m od pionu. (a) Jaka sila o kierunku stycznym do tuku nalezy dzialaé na skrzynie, aby mogla
ona pozostaé w tej pozycji? (b) Czy podczas podtrzymywania skrzyni jest wykonywana jaka$ praca?
(¢) Czy w czasie odchylania skrzyni od pionu byta wykonywana jaka$ praca? Jesli tak, to jaka? (d) Czy
napr¢zenie liny wykonuje jaka$ prace?

5. Cialo o masie M wiszace na linie spuszczamy z wysokosci d pionowo w dot ze stalym skierowanym
do dotu przyspieszeniem, rownym g/4. Znalezé prace wykonang przez ling.

Odp.: —3Mgd|4.

Paragraf 7-3

6. (a) Ocenié, jaka prace wykonuje sita przedstawiona na wykresie (rys. 7-9) przy przemieszczaniu
punktu materialnego z potozenia x = 1 m do polozenia x = 3 m. Postara¢ si¢ jak najdokiadniej oceni¢
te pracg i poroOwnaé otrzymany wynik z prawdziwa wartoscia wynoszaca 6 J. (b) Analitycznie, krzywa jest
okreslona wzorem F = a/x?, gdzie a = 9 N-m?2 Obliczy¢ wykonana pracg przy pomocy catkowania.

12

10

x,m

Rys. 7-9. Zadanie 6

7. Na cialo poruszajace si¢ ruchem prostoliniowym dziala pojedyncza sita. Na rysunku 7-10 podany jest
wykres predkosci tego ciala w funkcji czasu. Okresli¢, jaki znak (dodatni czy ujemny) ma praca wykonywa-
na przez tg sile, w kazdym ze wskazanych przedzialéw czasu AB, BC, CD, i DE.

Odp.: AB, BC, CD, DE

+ 0 - 4+

B C

Rys. 7-10. Zadanie 7
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Paragraf 7-4
8. Jesli sita F zmienia si¢ zaréwno co do kierunku, jak i co do wartosci, i ruch odbywa si¢ wzdhuz
linii krzywej, prace wykonana przez t¢ sil¢ obliczamy catkujac wzdluz tej krzywej wyrazenie dW = F- dr.
Zauwazmy, ze zarowno F, jak i ¢, kat pomigdzy F i dr, moga zmieniaé si¢ od punktu do punktu (patrz rys.
7-7). Wykazaé, ze dla ruchu dwuwymiarowego i trojwymiarowego
W = {mv?—{mo},
gdzie v jest predkoscia koricowa, a v, — poczatkowa.

Paragraf 7-5

9. Z jakiej wysokosci musialby spas¢ samochod, aby nabyé energi¢ kinetyczng réwnga energii, jaka ma
on jadac z pr¢dkoscia 97 km/h? .

Odp.: 37 m.

10. Biegnacy mezczyzna ma energi¢ kinetyczna rowna polowie energii kinetycznej chlopca, ktéry ma
mas¢ dwa razy mniejsza od niego. Mezczyzna zwigksza swoja predko$é o 1 m/s i wowczas osiaga t¢ samg
energi¢ kinetyczna co chlopiec. Jaka byla poczatkowa predkosé (a) mezczyzny, (b) chlopca?

11. Jezeli rakieta Saturn V o masie 2,9 10° kg (cigzar mg = 2,9 - 105 kG) ze statkiem kosmicznym
Apollo musi osiagna¢ II predkos¢ kosmiczna, 11,2 km/s, w poblizu powierzchni Ziemi, to ile energii musi
zawiera¢ paliwo? Czy uklad rzeczywiscie potrzebuje tyle energii, czy potrzebuje jej wigcej? Dlaczego?

Odp.: 1,8-1013 J,

12. Proton, poczatkowo spoczywajacy nabywa wskutek przyspieszenia w cyklotronie predkosé kofi-
cowa 3,0+ 107 m/s (réwna okolo 1/10 predkosci $wiatla). Jaka prace, w elektronowoltach wykonuja przy
tym sily elektryczne dzialajace na ten proton? [l eV = 1,6-10-1° J].

13. Pocisk o masie 30 g i predkosci poczatkowej 500 m/s wbija si¢ w drewniany blok na glebokosé
12 cm. Jaka $rednia sile wywiera on na ten blok?

Odp.: 3,1-10* N.

14. 'W grze w baseball gracz rzuca pitke wazaca 0,25 kG z predkoscia poczatkowa 18 m/s. Inny gracz
fapie te pitke, na tej samej wysokosci, przy czym predkosé jej jest zmniejszona do 12 m/s. Jaka pracg wy-
kona pitka przy pokonywaniu oporu powietrza?

15. Proton (jadro atomu wodoru) jest przyspieszany w akceleratorze liniowym. W kazdym stopniu
tego akceleratora porusza si¢ on wzdtuz linii prostej z przyspieszeniem 3,6 - 10! m/s2. Predkos¢ protonu
na poczatku pierwszego stopnia, majacego dtugo$¢ 3,5 cm, wynosi 2,4 - 107 m/s. Obliczyé: (a) predkosé
protonu na koricu tego stopnia i (b) przyrost energii kinetycznej protonu wskutek przyspieszania. Przyja¢,
Ze masa protonu wynosi 1,67- 10727 kg i wyrazi¢ otrzymana energi¢ w elektronowoltach eV. [1ev=
=1,6x10"1° J]

Odp.: (a) 2,9-107 m/s, (b) 1,3-10° eV.

16. Pokaza¢, na podstawie rozwazan energetycznych, przyjmujac, ze kierowca naciska hamulec, ze
minimalna odleglos¢, na jakiej moze zatrzyma¢ si¢ samochéd o masie m, jadacy po poziomej drodze z pred-
koscia v wynosi v*/2ug, gdzie u jest wspolczynnikiem tarcia kinetycznego mi¢dzy oponami i droga.
(Patrz: przykiad 2, rozdzial 6 i pytania 3, 4, 5, rozdziat 8.)

17. Blok 5 kG przesuwa si¢ w linii prostej po poziomej, idealnie gladkiej powierzchni pod wplywem
sily, ktora zmienia si¢ wraz ze zmiana polozenia jak na rys. 7-11. (a) Ile pracy wykonuje sita, gdy blok
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Rys.-7-11. Zadanie 17 Rys. 7-12. Zadanie 19
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przesuwa si¢ z poczatku ukladu do x = 8 m? (b) Jezeli predko$¢ punktu materialnego przechodzacego przez
poczatek ukladu wynosi 4 m/s, z jaka predkoscia przechodzi on w punkcie x = 8 m?

Odp.: (a) 25 J, (b) 5,1 m/s.

18. Z pomoca helikoptera nalezy podnie$é astronaut¢ o wadze 710 N na wysoko$é 15 m nad po-
wierzchni¢ oceanu na spuszczonym kablu. Przyspieszenie astronauty wynosi g/10 (a) Ile pracy musi wy-
kona¢ helikopter nad astronauta? (b) Tle pracy wykonuje nad astronautg sita cigzkosci? (c) Z jaka pred-
koscia astronauta osiagnat helikopter?

19. Klocek o masie M, pokazany na rys. 7-12, ma w chwili poczatkowej predkos¢ v, skierowang
W prawo i zajmuje takie polozenie, ze spr¢zyna nie wywiera na niego zadne;j sily, tzn. nie jest ani rozciagnieta,
ani $cisnigta. Klocek ten przesuwa si¢ w prawo na odleglo$é / i zatrzymuje si¢ w pozycji przedstawionej na
rysunku pustym prostokatem. Wspoiczynnik sprezystosci sprezyny wynosi k, a wspolczynnik tarcia kine-
tycznego migdzy klockiem i stolem jest rowny . (a) Jaka prace wykonuje sila tarcia? (b) Jaka pracg wy-
konuje sita sprezysta? (c) Czy jakie$ inne sily dzialaja na klocek; jesli tak, to jaka pracg one wykonuja?
(d) Czemu rowna jest catkowita praca wykonana przy przemieszczaniu klocka? (e) Korzystajac z twierdze-
nia o pracy i energii znalezé warto$¢ / i wyrazi¢ ja za pomoca M, vo, ux, £ i k.

Odp.: (a) —uMgl. (b) —klI?[2. (c) Sita cigzkosci i parcie stolu skierowane pionowo, sily te nie wy-
konuja pracy. (d) —(u« Mgl+ki%[2). () (V uiM3?*g>+v3kM— u Mg)/k.

20. (a) Masa 0,675 kg poruszajaca si¢ ze stala predkoscia po poziomym okregu na gladkim stole jest
przywigzana do sznurka przeciagnigtego przez otwor wywiercony w stole i znajdujacy sie w srodku tego
okregu. Znalez¢ naprezenie sznurka, jezeli promien okregu wynosi 0,500 m, a predkosé jest rowna 10,0 m/s.
(b) Stwierdzono, ze jezeli weiagnie sig pod st6t dalsze 0,200 m sznurka, zmniejszajac w ten sposob promieni
okregu do 0,300 m, to naprezenie sznurka wzroénie 4,63-krotnie. Obliczyé catkowita prace wykonana przez
sznurek podczas zmniejszania promienia obracajacej si¢ masy.

21. Praca i energia kinetyczna w poruszajqcych sie ukladach odniesienia. Rozwazmy dwoch obserwa-
toréw, z ktérych jeden znajduje si¢ w ukladzie odniesienia zwigzanym z ziemia, a drugi w ukladzie zwia-
zanym, powiedzmy, z pociagiem poruszajacym si¢ z jednostajna predkoscia u wzgledem ziemi. Kazdy
z nich obserwuje w ciagu czasu ¢ ruch punktu materialnego (poczatkowo spoczywajacego wzgledem po-
ciggu), do ktorego przylozona jest stala sila nadajaca mu przyspieszenie w kierunku ruchu pociagu. (a)
Pokaza¢, ze dla kazdego z obserwatorow praca wykonana przez te sile jest rowna przyrostowi energii
kinetycznej punktu, ale jej warto$¢ liczbowa zmierzona przez jednego obserwatora wynosi 4 ma*t?, a zmie-
rzona przez drugiego obserwatora $ma®t>+ maut, gdzie a jest wspolnym dla obu obserwatoréw przyspie-
szeniem punktu materialnego, a m masa tego punktu. (b) Wyjasnié otrzymana rdznice wartosci prac wy-
konanych przez t¢ sama sile, korzystajac z faktu, ze odlegtosci, na jakich kazdy z obserwatordéw mierzy prace
wykonang przez t¢ silg w czasie ¢, sa r6zne. Wyjasni¢ otrzymana réznice wartosci energii kinetycznych zmie-
rzonych przez kazdego z obserwatorow, obliczajac prace, jaka musi wykonaé punkt materialny w kazdym
z ukladéw odniesienia, aby mogl si¢ zatrzymad.

Paragraf 7-7

22. Kobieta o wadze 570 N biegnie po schodach do gory, wznoszac si¢ 04,3 m co 3,5 s. Jaka $rednia
moc musi zuzywaé?

23. Co sekundg z progu wodnego o wysokosci 100 m spada 1200 m?® wody. Przyjmujac, ze 3/4 energii
kinetycznej uzyskanej przy spadaniu zmienia si¢ w generatorze hydroelektrycznym w energie elektryczna,
jaka jest moc tego generatora?

Odp.: 8,8-10° kW.

24. Zaladowana kabina windy ma mase 3 - 103 kg i jedzie 200 m do gory w czasie 20 s. Jaka przecietna
pracg na jednostke czasu wykonuje lina unoszaca winde do gory?

25. Woz ciagnigty przez konia sita 20 kG, skierowana pod katem 30° do poziomu, jedzie z predkoscia
9 km/h. (a) Jaka prace wykona kor w ciagu 10 min? (b) Jaka jest moc wyzwalana przez konia?

Odp.: (a) 2,44-10° J; (b) 412,5 W.

26. Jaka moca pracuje szlifierka, ktérej kolo o promieniu 20 cm obraca si¢ z predkoscia 2,5 obr/s,
jesli ostrzony przedmiot jest przyciskany do kota sita rowna 20 kG? Wspélczynnik tarcia miedzy przed-
miotem i kolem wynosi 0,32,

27. Rakieta wazaca 50 000 kG osiaga predkos¢ 6000 km/h w ciagu 1 min po wystrzeleniu. (a) Jaka
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jest jej energia kinetyczna na koficu tej pierwszej minuty? (b) Jaka jest $rednia moc wyzwalana w tym okresie?
Sily tarcia i sit¢ grawitacyjna pomijamy.

Odp.: (a) 7,32-10'° J; (b) 1200 MW.

28. Na cialo o masie 15 kg, w chwili poczatkowej znajdujace si¢ w spoczynku, dziala wypadkowa sita
réowna 5,0 N. Obliczy¢ (a) pracg wykonang przez tg site w ciagu pierwszej, drugiej i trzeciej sekundy oraz
(b) chwilowa moc na koficu trzeciej sekundy.

29. Sita dziala na 3 kG punkt materialny w taki sposob, ze polozenie punktu materialnego jest
funkcja czasu dana przez x = 3t—4t2+13, gdzie x dany jest w metrach, a ¢ w sekundach. (a) Znalez¢ prace,
jaka wykonuje sita podczas pierwszych 4 sekund. (b) Z jaka szybkoscia chwilowa sila wykonuje prace
nad punktem materialnym w chwili z =1 s.

Odp.: (a) 530 J. (b) 12 W.

30. Sifa potrzebna do holowania todzi ze stala predkoscia jest proporcjonalna do tej predkosci. Jaka
moc jest potrzebna do holowania lodzi ze stala predkoscia, rowna 12 km/h, jesli przy holowaniu tej lodzi
z predkoscia 4 km/h potrzebna jest moc réwna 10 KM (7360 W).

31. Cialo o masie m, poczatkowo spoczywajace, porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym
i nabywa predkos¢ vx w ciagu czasu #. (a) Pokaza¢, ze wykonana przy tym praca, wyrazona przez v
i & jako funkcja czasu ¢, dana jest wzorem

(b) Jaka jest chwilowa moc dostarczana do ciata jako funkcja czasu ¢? (c) Jaka jest chwilowa moc dostarcza-
na do ciala o masie 1600 kg, po uplywie 5 s, jesli cialo to zwigksza swa predkos¢ o 90 km/h w ciagu 10 s.

Odp.: (b) mv3t[t}; (c) 52,5 kW.

32. Samochéd cigzarowy moze wjezdza¢ pod gore, po drodze, ktérej nachylenie wynosi 0,3 mna 15 m,
z predkoscia 24 km/h. Sita oporu réwna jest 1/25 cigzaru samochodu. Z jaka predkoscia bedzie zjezdzat
ten samochod z tej samej gory, przy tej samej mocy silnika?

33. Lokomotywa kolejowa o mocy 1,5-10° W przyspiesza pociag z predkosci 10 m/s do 25 m/s
w ciagu 6 minut przy uzyciu calej swej mocy. (a) Pomijajac tarcie, obliczy¢ mase pociagu. (b) Znalezé pred-
kos¢ pociagu jako funkcj¢ czasu w danym przedziale. (c) ZnaleZ¢ sil¢ przyspieszajaca pociag jako funkcje
czasu w danym przedziale. (d) Znalez¢ odleglto$¢ jaka przebywa pociag w tym przedziale czasu.

Odp.: (a) 2,1+ 105 kg; (b) Y100+1,4 m/s; (c) 1,5-105/)/100+1,47 ¢ N; (d) 6,9 km.



