9. Zasada zachowania pedu

9-1. Srodek masy

Dotychczas przedmioty traktowaliSmy jako punkty materialne, tzn. czastki bezwymia-
rowe, obdarzone masa. W ruchu postgpowym kazdy punkt ciata doznaje tych samych
przemieszczenn w miar¢ uplywu czasu, tak wigc ruch jednego punktu odzwierciedla ruch
calego ciala. Nawet wowczas, gdy ciato wiruje lub drga, istnieje w tym ciele punkt, zwany
§rodkiem masy, ktory porusza si¢ w taki sam spos6b, w jaki poruszalby si¢ pojedynczy punkt
materialny poddany tym samym sifom zewngtrznym. Rysunek 9-1 przedstawia prosty
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Rys. 9-1. Maczuga gimnastyczna zostala rzucona przez jedna osobe do drugiej. Maczuga wykonuje
skomplikowane ruchy obrotowe, ale mimo to mozna znaleZé na jej osi taki punkt, zwany Srodkiem masy,
ktory porusza si¢ po paraboli
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paraboliczny ruch srodka masy maczugi indianskiej rzuconej przez jedna osobe do drugiej,
saden inny punkt maczugi nie porusza si¢ w taki prosty spos6b. Zauwazmy, ze gdyby ma-
czuga poruszala si¢ czystym ruchem postgpowym (zob. rys. 3-1), wtedy kazdy jej punkt
doznawalby takich samych przemieszczef, jak srodek masy na rys. 9-1. Z tej przyczyny ruch
érodka masy ciala zwany jest ruchem postgpowym tego ciala.

Jezeli uklad, ktérym si¢ zajmujemy, nie jest cialem sztywnym, to daje si¢ w nim wyznaczyé
$rodek masy, ktérego ruch réowniez moze by¢ opisany w stosunkowo prosty sposcb.
Jest to mozliwe nawet wtedy, gdy czastki, z ktérych zbudowany jest uklad, moga podczas
jego ruchu zmienia¢ swoje wzajemne polozenie w stosunkowo skomplikowany sposéb.
W tym paragrafie zdefiniujemy $rodek masy i pokazemy, jak si¢ oblicza jego poloZenie,
w nastepnym — oméwimy te whasciwosci, ktdre czynia Srodek masy przydatnym w opisie
ruchu przedmiotéw rozciagtych i ukladéw punktéw materialnych.

Rozwazmy najpierw prosty przypadek ukiadu ztozonego z dwéch punktéw materialnych
o masach m, i m,, znajdujacych si¢ w punktach x,; i x, wzgledem poczatku O pewnego
ukladu odniesienia. Definiujemy pewien punkt C, srodek masy tego ukladu, podajac
odleglto$¢ x¢.m. od punktu O:

m;x,+msyXx,
x = ee—_— 5

o = T 1)

y

Xm. >
m) C m
) L 4 —@ Iz Rys. 9-2. Srodek masy dwéch mas my, i m,
*’*‘1’I | lezy na prostej aczacej my, i m, w punkcie C,
*2 ! w odlegloéci xir.m, 0d poczatku ukladu

Punkt ten (rys. 9-2) ma t¢ wlasciwo$é, Ze iloczyn catkowitej masy uktadu M(= m, +m,)

przez odlegto$é tego punktu od poczatku uktadu odniesienia réwny jest sumie iloczynéw

masy kazdego punktu materialnego przez jego odlegtos¢ od punktu O, czyli
(ml+m2)x§r.m. = MXgy.m. = m;x;+m;Xx;.

W réwnaniu (9-1) x¢.m. mozemy traktowaé jako Sredniq wazong x, i x,.

Pewna analogia mozZe nam pomdc zrozumieé to nowe pojecie. Przypusémy np., Ze mamy
dwie skrzynki gwozdzi. W pierwszej jest n, gwozdzi o dlugosci /;, a w drugiej jest n,
gwozdzi o dlugosci /,. Checemy znaé $rednia dlugo$¢ tych gwozdzi. Gdy n; = n,, wtedy
érednia dtugos$é wynosi po prostu 1(/,+71,). Gdy n, # n,, musimy uwzgledni¢ fakt, ze
gwozdzie jednej dtugosci sa liczniej reprezentowane niz drugiej. Uwzgledniamy to przy po-
mocy czynnika ,,wagowego’’ dla kazdej dlugosci. Dla diugosci /; czynnikiem tym jest
n,/(n,+n,), a dla dlugosci /, wynosi on n,/(n, +n,), czyli jest to utamek catkowite;j liczby
gwozdzi w kazdej skrzynce. Zatem $rednia wazona dlugosci wynosi:

T n; n;
l_(n1+nz)ll+(”1+nz)12

nlll +”2lz
ny+n,

albo

1=
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Polozenie srodka masy zdefiniowane réwnaniem (9-1) jest zatem $rednim wazonym prze-
mieszczeniem, przy czym czynnik ,,wagowy”’ dla kazdego punktu materialnego jest czgdcia
catkowitej masy, odpowiadajaca danemu punktowi materialnemu.

Jezeli mamy n punktéw materialnych o masach m, , m,, ..., m, lezqcych na linii prostej
to — z definicji — polozenie $rodka masy ukiadu tych punktéw materialnych wzgledem
pewnego odniesienia wynosi:

mix;+myx,+ ... +m,x, _ Zm,x, 9.2
my+m,+ ... +m, th ’ 9-2)

Xér.m, =

gdzie x,, x,, ..., X, sa odlegloSciami punktéw materialnych od punktu odniesienia, wzgle-
dem ktdrego jest obliczone X . Symbol 3" oznacza operacj¢ sumowania i w tym przypadku
obejmuje wszystkie » punktéw. Suma

Zm;=M

jest catkowita masa ukladu. Réwnanie (9-2) mozemy napisaé jeszcze raz w postaci:

Mxy m = Zmixi~ (9-2a)

Np-—————- ’ my

ylr.m, I — |_____..__Tc
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Rys. 9-3. Srodek masy trzech punktéw material-

nych o masach m,, m; i m; lezy w punkcie C

o wspolrzednych Xiem., Yir.m. Da plaszczyznie
x trojkata wyznaczonego przez te punkty mate-
1 Xirm. *3 rialne

o

Przypusémy teraz, Ze mamy trzy punkty materialne nie leZqce na jednej prostej. Beda
one lezaly na pewnej plaszczyznie, jak na rys. 9-3. Srodek masy C jest zdefiniowany i umiej-
scowiony przez wspolrzedne Xg.m. 1 Yir.m., gdzie

mx;+myx,+ms;x;
Xér.m, = ’
my+m;+m;
(9-3)
y - myy;+myy;+msys |
$r.m. m1+m2+m3 s

Xy, y1 — wspoirzedne punktu o masie m, ; x,, y, — punktu o masie m,; x3, y; — punktu
o masie m;. Wspoétrzedne srodka masy Xir.m. 1 Vsr.m. 53 mierzone wzgledem pewnego do-
wolnego punktu odniesienia.
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Dla duzej liczby punktéw materialnych, leZacych na plaszczyinie, srodek masy ma
wspolrzedne Xr.m., Yér.m., Zdefiniowane nastgpujaco:

_ Xmix — Z thJ’: _ Z
Xér.m. = —Z—m_i* = miX;; Ysrm = th =M my;, (99

gdzie M (= S m,) jest calkowita masa ukladu.
Dla duzej liczby punktéw materialnych lezacych niekoniecznie na plaszczyznie, lecz
rozrzuconych w przestrzeni, §rodek masy wyznaczaja trzy wspélrzedne Xe.m, Vir.m» Zsrms

gdzie
1 1 . 1
Xsr.m. = ™M miX;;  Yiem = M miYi;  Zsrm, = ™ m;z;. (9-5a)

W zapisie wektorowym kazdy punkt materialny uktadu moze by¢ opisany przy pomocy
wektora polozenia r; w okreslonym ukladzie odniesienia, a Srodek masy moze by¢ umiejsco-
wiony przy pomocy wektora polozenia re..m. Wektory te sa zwiazane z X;, yi, z; ora
Z Xir.m.» Vér.m» Zér.m. (rOWNanie 9-5a) przy pomocy nastgpujacych zaleznosci:

r, = ix;+jy+kz;
oraz
Férom, = ixﬁr.m.'*‘jyér.m.‘*‘kzgr.m.-

A zatem trzy réwnania skalarne [réwnanie (9-5a)] moga by¢ zastapione jednym réwnaniem
wektorowym:

1
Fsem. = ’A_l‘ Z m;T;, (9-5b)

w ktérym wystepuje sumowanie wektorowe. Przez podstawienie wyrazefi na Iy Oraz Fg.m.
do réwnania (9-5b) mozna sprawdzié, Ze réwnanie (9-5b) jest prawdziwe. Zwracamy uwagg
na zwiezlo$é wyraZenia, na ktéra pozwala zastosowanie wektoréw. Z réwnania (9-5b) wynika,
2e jezeli poczatek uktadu odniesienia znajduje si¢ w srodku masy (co oznacza, 2€ Fsr.m. = 0),
to me = 0.

Réwnania (9-5) sa najbardziej ogélnym wyrazeniem dla ukladu punktéw materialnych.
Réwnania od (9-1) do (9-4) sa szczeg6lnymi przypadkami. Polozenie srodka masy jest nie-
zalezne od przyjetego uktadu wspétrzednych (zob. zadanie 1). Srodek masy ukladu punktéw
materialnych zalezy tylko od mas tych punktow i od ich wzajemnego rozmieszczenia.

Cialo sztywne, takie jak pret metrowy, mozemy sobie wyobrazi¢ jako uklad fcisle
upakowanych czastek. A wigc ono réwniez ma jaki$ srodek masy. Poniewaz liczba czastek
(np. atoméw) w ciele jest wielka, a ich wzajemne odlegtosci male, mozemy uwazac, ze
substancja jest w nim rozlozona w sposob ciagly. Aby otrzymaé wyrazenie na Srodek masy
dla takiego ciata, zacznijmy je dzieli¢ na n malych elementéw o masach Am;, umiejsco-
wionych w punktach x;, y;, z;. W przybliZeniu, wspéirzedne srodka masy wyrazaja sie
nastepujaco:

T > Am,x, Yoo = > Am,y, oz ZAm,z,
Sr.m. ZAmi ’ Sr.m. ZAm' 9 T. m. zAml

Powiekszajmy liczbe elementéw-n do nieskoriczonosci. Im mniejsza bgdzie masa elementéw,
a liczba ich wigksza, tym potoZenie tych elementéw x;, y;, z; bedzie dokladniej okreslone.
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Ciato o budowie ciaglej zostaje w ten sposéb rozlozone na nieskoriczenie wielka liczbe
nieskoficzenie matych elementéw. Teraz wspdtrzgdne srodka masy moga byé okreslone
w sposob dokladny:

. YAmx,  {xdm 1
— = =
e = 0 > Am, fdm M Sxdm,
: zAmm Sydm 1 S
= 1 = = —— d s -6a
yﬁr.m. Aylnrlr-l.;o ZAmi Sdm M y m (9 )

Zir.m, = lim zAmiZi= Sde =-—1—Sde.
am0 > Am, fdm M

W tych wyrazeniach dm jest rézniczkowym elementem masy w punkcie x, y, z, natomiast

Sdm réwna si¢ M, gdzie M jest catkowita masa ciala. Dla ciala o budowie ciaglej stosujemy
réwnanie (9-6a) (catkowanie), a nie réwnanie (9-5a) (sumowanie).

Wyrazenie wektorowe, réwnowazne trzem réwnaniom skalarnym (réwnanie (9-6a))
ma postaé:

1
Fsrm. = H‘ S rdm. (9-6b)

Tak samo, jak poprzednio, sumowanie [réwnanie (9-5b)] zostalo zastapione catkowaniem.
Widzimy znowu, ze jezeli poczatek ukladu odniesienia znajduje si¢ w $rodku masy (tzn.,
gdy re.m. = 0), wtedy dla rozpatrywanego ciata Srdm = 0. Ta catka i odpowiadajaca jej
suma Zmir,- z réwnania (9-5b) jest zwana pierwszym momentem masy ukladu.

Czgsto mamy do czynienia z jednorodnymi ukladami o elementach symetrii, takich
jak: érodek, o§ albo ptaszczyzna. Wéwcezas srodek masy bedzie lezat na jednym z elementow
symetrii. Na przykiad srodek masy jednorodne;j kuli (ktéra ma $rodek symetrii) bedzie sig
znajdowat w srodku tej kuli, rodek masy stozka (ktéry ma o$ symetrii) bedzie lezat na osi
tego stozka itd. Ze tak jest istotnie, latwo zrozumieé, poniewaz ze wzgledu na symetrig
pierwszy moment masy (Srdm) jest réwny zeru w $rodku kuli, w jakim$ punkcie na osi
stozka itd. Z réwnania (9-6b) wynika, Ze dla takich punktéw rg. . = 0, co oznacza, Ze
§rodek masy jest umiejscowiony w tych punktach.

Przyklad 1. ZnaleZé $rodek masy ukladu trzech czastek o masach my = 1,0 kg, m, = 2,0 kg
i my = 3,0 kg, umieszczonych w rogach réwnobocznego tréjkata o boku 1,0 m.

Rys. 9-4. Przyklad 1. Wyznaczanie $rodka masy C dla
trzech mas znajdujacych si¢ w wierzcholkach trojkata row-
nobocznego
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Wybieramy o$ x wzdiuz jednego z bokow trojkata, tak jak pokazano na rys. 9-4. Zatem
Smx, 1,0 kg-0+2,0 kg- 1,0 m+3,0 kg-3m 7

T Y T (1,0+2,0+3,0) ke 2™
Ymy. 1,0 kg-0+2,0 kg-0+30kg (¥32) m 3
r.m. = = = ——1I.
” S (1,0+2,0+3,0) ke 4

Polozenie érodka masy C zaznaczono na rysunku. Dlaczego nie jest nim geometryczny $rodek tréj-
kata?

Przyklad 2. Znalezé §rodek masy trojkatnej plyty zrys. 9-5. Jezeli cialo podzielimy na czesci tak, ze
$rodek masy kazdej czesci jest znany, to zwykle Srodek masy tego ciala moze by¢ znaleziony bardzo prosto,
Trojkatna plyta moze by¢ podzielona na waskie pasy rownolegte do jednego z bokow. Srodek masy kazdego

Rys. 9-5. Przyklad 2. Wyznaczanie $rodka masy C trojkatnej plyty

pasa lezy na odcinku, ktory laczy $rodek tego boku z przeciwleglym wierzchotkiem. Lecz trdjkat mozemy
podzieli¢ w trojaki sposob, postugujac si¢ kazdym z trzech bokow. A zatem $rodek masy lezy na przecieciu
trzech odcinkow, ktore lacza §rodek kazdego z bokow z przeciwlegtym wierzchotkiem. Jest to jedyny punkt
wspdllny tych trzech odcinkow.

9-2. Ruch srodka masy

Obecnie mozemy przedyskutowaé znaczenie fizyczne pojecia srodka masy. Rozwaimy
ruch ukladu punktéw materialnych o masach m,, m,, ..., m, i o catkowitej masie M.
Na razie zakladamy, Ze substancja ani nie doptywa do ukladu, ani go nie opuszcza, tak %
catkowita masa tego ukladu pozostaje stala. W paragrafie 9-7 bedziemy rozpatrywali
uklady, ktérych masa M nie jest stala; jako przyklad moze stuzy¢ rakieta, ktéra w wyniku
spalania materiatu pgdnego wydziela gorace gazy, zmniejszajac w ten sposéb swoja masg,

Na podstawie réwnania (9-5b) dla wymienionego ukladu punktéw materialnych,
mamy

Mry . =mir+mer,+ ... +m,T,,
gdzie r¢. .. jest wektorem okreslajacym potozenie srodka masy w okreslonym ukladzie
odniesienia. RéZniczkujac to rownanie wzgledem czasu, otrzymujemy

dr&r. m dl'l dl'2 dr,

M dt =my dt +m2 dt + ... +m,,—dt— (9'7)

lub

Mvﬁr.m. =mV,+myVo+ ... +MyV,,
gdzie v, jest predkoscia pierwszego punktu itd., a drs.. m./d? (= Vir.m.) jest predkoscia Srodka
masy.
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Rézniczkujac réwnanie (9-7) wzgledem czasu, otrzymujemy

dvﬁr.m. dvl de dv,,
TR mlT+m27+ +m,,—at— =ma;+mya+ ... +m,a,, (9-8)

8dzie a, jest przyspieszeniem pierwszego punktu itd., a dve.m./d? (= ag.m) jest przyspie-
szeniem $rodka masy uktadu. Wedtug drugiej zasady Newtona sita F, dzialajaca na pierwszy
punkt, wyraza si¢ wzorem: F, = m, a,. Podobnie F, = m,a, itd. Zatem mozemy zapisaé
réwnanie (9-8) w nastgpujacej postaci:

Mag m =F +F,+ ... +F,, 9-9)
a wigc iloczyn calkowitej masy ukladu punktéw materialnych i przyspieszenia jego Srodka
masy réwna sig¢ sumie wektorowej wszystkch sil dzialajgcych na uklad.

Wiréd tych wszystkich sit beda wystgpowaé réwniez sity wewnetrzne, dzialajace miedzy
punktami materialnymi. JednakzZe z trzeciej zasady Newtona wynika, ze sily te beda wyste-
powa¢ parami réwnymi co do modutu, lecz o przeciwnych znakach i dlatego nie wniosg
one nic do sumy sit; mozna wigc sit wewnetrznych nie bra¢ pod uwage. Suma po prawej
stronie réwnania (9-9) zawiera tylko sily zewnetrzne, dzialajace na wszystkie punkty ma-
terialne. Wobec tego mozemy napisaé réwnanie (9-9) w prostszej postaci:

May, o, = erw~ (9‘10)
Z réwnania tego wynika, ze Srodek masy ukladu punktéw porusza si¢ w taki sposob, Jakby
cala masa ukladu byla skupiona w Srodku masy i jakby wszystkie sily Zewnetrzne nan dzialaly.

Podkreslamy, ze twierdzenie to obowiazuje dla kazdego uktadu punktéw materialnych.
Uktad moze by¢ cialem sztywnym, w ktérym punkty maja stale polozenia wzgledem siebie.
Moze by¢ réwniez zbiorem czastek, w ktérym wystgpuja wszystkie rodzaje ruchu wewnetrz-
nego. Srodek masy kazdego ukladu, niezaleznie od tego, jaki jest ten uklad, oraz niezaleZnie
od ruchu jego poszczegélnych czgsci, porusza si¢ zgodnie z réwnaniem (9-10).

W poprzednich rozdzialach traktowali$my ciala jako punkty materialne, teraz moZemy
je traktowa¢ jako uklady punktéw materialnych. Ruch postgpowy ciata, tzn. ruch jego
§rodka masy, mozemy otrzyma¢ zakladajac, ze cala masa tego ciala jest skupiona w $§rodku
masy i wszystkie sity zewngtrzne dziataja na ten punkt*. Ze sposobu tego korzystamy przy
wykreslaniu sit dzialajacych na cialo i przy rozwigzywaniu zadas.

Oprécz uzasadnienia i dokladnego oméwienia poprzednio poruszonych zagadnieni
pokazali$my, w jaki spos6b nalezy opisaé ruch postgpowy ukladu punktéw materialnych,
jak réwniez ruch postgpowy ciala, ktére jednocze$nie moze si¢ obracaé. W tym i w nastep-
nym rozdziale zastosujemy wyniki podanych rozwazan do ruchu postgpowego. W dalszych
rozwazaniach zobaczymy, jak upraszczaja one analiz¢ ruchu obrotowego.

Przyklad 3. Rozwazmy trzy punkty materialne o réznych masach, na ktére dzialaja sily, tak jak na
1ys. 9-6. Znalezé przyspieszenie $rodka masy ukladu.
Przede wszystkim znajdujemy wspolrzedne §rodka masy. Z réwnania (9-3) mamy
8,0-4+4,0- (—2)+4,0-1

Xsr.m. = 6 m=18m,
8,0-1+4,0-2+4,0- (-3
Yir.m, = * 16+ ) m = 0,25 m.

Sa to wspotrzedne punktu C na rys. 9-6.

* Gdy sila zewnetrzna jest sila ciezkosci, wtedy dziala ona na srodek ciezkosci ciata. W kazdym roz-
wazanym przez nas przypadku srodek cigzkosci pokrywa si¢ ze srodkiem masy, ktory jest pojeciem bardziej
ogélnym. Przypadki, w ktorych te dwa érodki nie pokrywaja sie, oméwimy w rozdziale 14.
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Aby obliczyé przyspieszenie srodka masy, obliczamy najpierw wypadkowa sil¢ zewnetrzng dzialajaca
na uklad trzech punktéw. Skladowe tej sily wzdluz osi x i y wynosza:

F, =14 N-6,0 N =8,0 N,
F, =16 N.
Stad sita wypadkowa F réwna sig:
. F=1802+16> = 18 N
i z osiag x tworzy kat 0, gdzie

tg0 16N—20 a 0=63
g—SN—,’ - .

Rys. 9-6. Przykiad 3. Wyznaczenie ruchu §rodka
masy trzech punktow materialnych, na ktore
dzialaja trzy roine sily. Wszystkie sily leza
w plaszczyznie przechodzacej przez te punkty.
Odleglosci na osiach sa wyrazone w metrach

Na podstawie rownania (9-10) obliczamy warto$¢ liczbowa przyspieszenia $rodka masy:

F 18 N
srom. = — = = 1,1 m/s’.
M 16 kg
Wektor przyspieszenia tworzy kat 63° z osia x.
Mimo ze w miare uplywu czasu, trzy punkty beda zmienialy swoje wzgledne polozenie, to Srodek masy
bedzie si¢ poruszat ze stalym, obliczonym wyzej, przyspieszeniem.

9-3. Ped punktu materialnego

Pedem punktu materialnego nazywamy wektor p zdefiniowany jako iloczyn jego masy m
oraz predkosci v, czyli
p = mv.

Ped jako iloczyn skalara i wektora jest wielkoscia wektorowa. Poniewaz ped p okreslonego
punktu materialnego jest proporcjonalny do v, zalezy wigc od uktadu odniesienia obser-
watora. Uklad ten musimy zawsze ustalié.

Newton w swych stynnych Principiach wyrazit druga zasade dynamiki za pomoca pedu
(ktéry nazywat ,,iloscia ruchu’’). Zgodnie ze wspdlczesna terminologia druga zasada
Newtona brzmi: Zmiana pedu ciala w jednostce czasu jest proporcjonalna do wypadkowej
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sily dzialajgcej na to cialo i jest skierowana zgodnie z tq silq. Zapis tej zasady jest naste-
pujacy:
d
F = d—l:' (9-12)
Jezeli ukladem jest punkt materialny o masie (stalej) m, to takie sformutowanie drugiej
zasady dynamiki jest rGwnoznaczne z zapisem: F = ma, ktéry stosowali$my dotychczas.
Czyli gdy m jest stale, wtedy

dv
F=E=W(m")=ma-=ma.

W mechanice klasycznej zaleznosci F = ma oraz F = dp/d¢ dla pojedynczych punktow
materialnych sa catkowicie rownoznaczne.

W teorii wzglednosci (patrz: uzupelnienie V) dla pojedynczego punktu materialnego druga zasada
dynamiki w postaci F = ma jest nieprawdziwa. Jednakze ta sama zasada dynamiki Newtona w postaci
F = dp/ds nadal obowiazuje, jezeli ped punktu materialnego zdefiniujemy nie jako mov, lecz jako

moV
p=—r-—-—7-—. (9-13)
V1—v/c?
Z powyzszego wzoru wynika nowa definicja masy [por. réwnanie (9-11) i (9-13)]:
mo
m=-———.
V1i—v?/c?

Tak wigc ped mozemy nadal okre$laé jako iloczyn: p = mv [zob. paragraf (8-9)]. W ostatnim réwnaniu:
v — predko$¢ punktu materialnego, ¢ — predkosé §wiatla, m, — masa spoczynkowa punktu (jego masa,
gdy v = 0). Na podstawie tej definicji mozemy oczekiwaé, ze ze wzrostem predkosci masa punktu material-
nego bedzie rosnaé. Czastki elementarne jak: elektrony, protony itd. moga osiaga¢ olbrzymie predkosci,
porébwnywalne z predkoscia $wiatta. Wzrost masy takich ukladow jest dostatecznie duzy, aby go méc
zmierzyc¢, jest to zatem bezposredni sprawdzian stusznosci zalozenia. Wyniki wszystkich takich do§wiadczen
wskazuja, ze wzrost masy rzeczywiscie wystepuje i ze jest dokladnie zgodny z powyzszym réwnaniem (por.
np. rys. 8-8).

9-4. Ped ukladu punktéw materialnych

Przypu$¢my, ze zamiast z pojedynczym punktem mamy do czynienia z ukladem n
punktéw materialnych o masach m,, m, itd. Bedziemy zakladali, tak jak w paragrafie
9-2, ze substancja ani nie doplywa do ukladu, ani go nie opuszcza, a zatem masa M
( = Zm,-) tego ukladu pozostaje stala. Na taki uktad punktéw materialnych moga oddzia-
tywa¢ sily zewnetrzne, jak réwniez sity migdzy innymi punktami. Kazdy punkt bedzie miat
pewna predkosé i pewien ped. Na przykiad punkt 1 o masie m, i predkosci v, bedzie miat
ped p; = m, v;. Uklad jako calo$¢ bedzie mial calkowity ped P w okreslonym ukladzie
odniesienia. Ped P jest zdefiniowany po prostu jako suma geometryczna pedow poszczegol-
nych punktéw materialnych w tym samym ukladzie odniesienia:

P=p +p2+ ... +Ppp=m Vi+m,V+ ... +m,V,. 9-19)

Jezeli poréwnamy te zalezno$¢ z réwnaniem (9-7), zauwazymy natychmiast, Ze
P = Mvg o, (9-15)

co stanowi réwnowazng definicj¢ pedu ukladu punktéw materialnych. Tre§¢ réwnania
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(9-15) mozna wyrazi¢ nastgpujaco: Calkowity ped uktadu punktow materialnych jest réwny
iloczynowi calkowitej masy ukladu i predkosci jego Srodka masy.

Widzielismy [réwnanie (9-10)], Ze druga zasada dynamiki Newtona dla uktadu punktéw
materialnych mozZe by¢ zapisana nastg¢pujaco:

Frew = May m, (9-10)
gdzie F,.., jest suma geometryczng wszystkich sil zewnetrznych dzialajacych na ten uklad;
przypomnijmy sobie, ze sity wewngtrzne, dzialajace migdzy punktami, znosza si¢ parami
zgodnie z trzecia zasada Newtona (zob. rys. 9-7). Jezeli zr6zniczkujemy réwnanie (9-15)
wzgledem czasu, to — zakladajac niezmienno$¢ masy M — otrzymamy:

dpP dv§r.m. _
Ft— - M'd—t - Mas,_m.. (9'16)

F

f1g fo3 F $r.m. erw
ofal for
23 f32 my o
b) ¢)
Rys. 9-7. Zaleznoéci pomigdzy sitami dzialajacymi na uklad trzech punktéw materialnych o masach m,,
m; i my. (a) Przedstawione sa wszystkie sily dzialajace na jeden punkt oraz polozenie srodka masy ,,§r.m.””
Na punkt o masie m, dzialaja punkty o masach m, i ms silami f;, i f5, oraz sila zewngtrzna F,. Podobne
grupy sit dzialaja na punkty o masach m, i ms. Jednakze — zgodnie z trzecia zasada Newtona — sily
wewnetrzne f3, i fi3 musza byé rowne i przeciwnie skierowane i musza leze¢ na prostej laczacej Srodki
punktéw o masach m, i ms. Podobnie jest dla pozostalych par sit. (b) Jezeli interesuje nas tylko ruch uktadu
ako calosci, mozemy przyjaé, ze wszystkie sily dzialajace na uklad o masie M = m;+ m,+ms, sa przylo-
zone do §rodka masy. Pary sit wewnetrznych redukuja si¢ nawzajem i pozostaja tylko sily zewnetrzne:
F,, F, i F;. (c) Suma sit zewngtrznych daje sil¢ wypadkowa F... dzialajaca na $rodek masy tego ukladu

Poréwnanie zaleznosci (9-10) i (9-16) pozwala nam napisa¢ druga zasad¢ Newtona dla
ukladu punktéw materialnych w postaci:

dpP
ar
Réwnanie to opisuje uklad skladajacy si¢ z wielu punktéw materialnych i jest uogdlnie-
niem réwnania (9-12) dla pojedynczego punktu, przy zaloZeniu, Ze substancja ani nie
doptywa do tego ukiadu, ani go nie opuszcza. W szczeg6lnym przypadku dla pojedynczego
punktu, gdy na uklad dzialaja tylko sity zewnetrzne, réwnanie (9-17) redukuje si¢ do réw-
nania (9-12).

erw = (9'1 7)

9-5. Zasada zachowania pedu

Przypusémy, ze suma sil zewnetrznych dzialajacych na uklad jest réwna zeru. Wtedy

na podstawie réwnania (9-17)
dpP

— =0 albo P = const.
dt
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Jezeli wypadkowa sil zewnetrznych dzialajacych na uklad jest réwna zeru, to calkowity
wektor pedu tego ukladu pozostaje staly. To proste, lecz catkowicie ogdlne, sformulowanie
nazywamy zasadq zachowania pedu. Zobaczymy, ze zasada ta stosuje si¢ do wielu waznych
sytuacji fizycznych. Zasada zachowania pedu jest druga z podstawowych zasad zachowania,
z ktérymi dotad si¢ zetkngliSmy; pierwsza byla zasada zachowania energii. Pézniej
zaznajomimy si¢ z kilkoma innymi zasadami, jak np. z zasada zachowania ladunku elek-
trycznego (t. I1) i zasada zachowania momentu pedu itd. W fizyce zasady zachowania sa
wazne i ze wzgledow teoretycznych, i ze wzgledow praktycznych, poniewaz sa one proste
i uniwersalne. Wszystkie one moga by¢ wyrazone w nastepujacej postaci: gdy uklad sie
zmienia, istnieje pewna cecha tego ukltadu, ktéra pozostaje nie zmieniona. Gdyby rézni
obserwatorzy, znajdujacy si¢ w swoich wlasnych ukladach odniesienia, obserwowali ten
sam zmieniajacy si¢ uklad, to wszyscy byliby zgodni, Ze do tego ukladu stosujg si¢ zasady
zachowania. Na przyklad, w przypadku zasady zachowania pedu obserwatorzy w réznych
ukladach odniesienia wyznaczaliby rézne wartosci pedu P ukladu, lecz kazdy z nich zgo-
dzilby si¢ z tym, Ze ustalona przez niego warto$¢ P pozostaje nie zmieniona, gdy punkty
materialne, ktére tworza uklad, przemieszczajg si¢ (przy zatozeniu: F,., = 0).

Catkowity ped uktadu moze by¢ zmieniony tylko przez sity zewnetrzne dzialajace na ten
uklad. Sity wewngtrzne, réwne co do wartosci i przeciwnie skierowane, wytwarzaja réwne
co do wartosci i przeciwnie skierowane zmiany pedu, ktdre si¢ wzajemnie redukuja. Dla
ukladu punktéw materialnych

P1+pP2+ ... +Pn = P,
i gdy catkowity ped P jest staly, mamy

p1+P2+ ... +p, = const = Pg. (9-18)

Pedy poszczeg6inych punktéw moga ulega¢ zmianom, ale suma tych pedéw, jezeli na uklad
nie dziala 2adna sila zewnegtrzna, jest stala.

Ped jest wielkoscia wektorowa. Rownanie (9-18) jest zatem réwnowazne trzem réwna-
niom skalarnym, po jednym dla kazdej osi wspétrzednych. A wiec zasada zachowania
pedu dostarcza nam trzech warunkéw ruchu ukfadu, do ktérego t¢ zasade stosujemy.
Natomiast zasada zachowania energii daje nam tylko jeden warunek ruchu uktadu, po-
niewaZz energia jest skalarem.

Zasada zachowania pedu obowiazuje rowniez w fizyce atomowej i jadrowej, mimo ze tu nie stdéuje sig
juz mechanika newtonowska. Wobec tego zasada zachowania pedu musi by¢ bardziej fundamentalna od
zasad Newtona. Wyprowadzajac t¢ zasade musieliSmy przyja¢ bardziej sztywne zalozenia, niz to bylo
konieczne nawet w zakresie mechaniki klasycznej. Czytelnik powinien przypomnieé sobie podstawowa role,
ktdra przy formutowaniu zasady zachowania pedu odegrala trzecia zasada Newtona. Zastosowalismy te
zasade w celu potwierdzenia zatozenia, ze suma sit wewnetrznych, dzialajacych na wszystkie czastki, wynosi
zero. Jednakze potraktowanie wewnetrznych sit w materii jako par rownych co do wartosci i przeciwnie
skierowanych sil, dziatajacych miedzy réznymi parami atoméw, jest nieco sztuczne. Sily te bowiem sa
w rzeczywistosci silami wystgpujacymi miedzy wieloma cialami i zaleza nie tylko od wzglednej odleglosci
i orientacji dwoch atomow, lecz takze od potozenia i orientacji atoméw sasiednich. Gdybysmy mogli
sprawdzi¢ nasze zalozenie, nie korzystajac z trzeciej zasady Newtona, wtedy zasada zachowania pedu nie
zalezataby od prawdziwosci tej trzeciej zasady. Mozemy istotnie sprawdzié to zalozenie na podstawie o wiele
stabszych zadan niz wymaga trzecia zasada Newtona. Sprawdzenie tego lezy jednak poza zakresem tego
podrecznika.
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9-6. Niektore zastosowania zasady zachowania pedu

Przyklad 4. Jako pierwszy przypadek rozwazmy dzialanie sily zewnetrznej na uklad punktéw ma-
terialnych. Przypomnijmy nasza poprzednia dyskusj¢ o rzucie ukosnym (rozdzial 4). Wyobrazmy sobie,
ze nasz fajerwerkowy pocisk rozrywa si¢ w czasie lotu. Tor pocisku jest przedstawiony na rys. 9-8. Zakla-
damy, ze op6r powietrza mozna pomina¢. Pocisk jest ukladem poruszajacym si¢, Ziemia jest ukladem od-
niesienia, a ci¢zar — sila zewnetrzna. W punkcie x, nastgpuje rozerwanie si¢ pocisku i odlamki rozlatuja
si¢ we wszystkich kierunkach. Co mozemy powiedzie¢ o ruchu ukladu w takim przypadku?

Rys. 9-8. Przyklad 4. Pocisk poruszajac si¢ po torze parabolicznym wybucha w punkcie x;. Srodek masy
odlamkoéw porusza si¢ nadal po tym samym torze

Sity wybuchu sa sitami wewnetrznymi, sa to sily, ktorymi oddzialuje jedna cze$¢ ukladu na druga.
Sily te moga zmieni¢ pedy wszystkich poszczegélnych odtamkow, lecz nie moga zmienié catkowitego
wektora pedu ukladu. Jedynie sita zewngtrzna moze zmienic ten ped catkowity. Jednakze sila zewnetrzng
jest tu po prostu sita cigzkosci. Poniewaz uklad punktéw materialnych jako catos¢ porusza sig tak, jakby
cala jego masa byla skupiona w $rodku masy (ktory jest punktem zaczepienia sily zewnetrznej), wiec srodek
masy odtamko6w bedzie sig poruszat dalej po torze parabolicznym tak, jakby rozerwanie pocisku nie nasta-
pito. Zmiana catkowitego pedu ukladu, wywolana przez sile cigzkosci, jest taka sama, niezaleznie od tego
czy pocisk leci w calosci, czy tez w postaci duzej liczby odlamkow.

Co mozna powiedzie¢ o energii mechanicznej ukladu przed i po eksplozji?

Przyklad S. Rozwazmy teraz dwa ciata 4 i B o masach m, i mp, polaczone sprezyna i pozostajace
w spoczynku na doskonale gltadkim, poziomym stole. Odciagnijmy od siebie ciala na pewna odlegloi,
jak na rys. 9-9, a nastepnie pusémy je swobodnie. Opisaé ruch ciat w takim przypadku.

Rys. 9-9. Przyklad 5. Dwa ciala 4 i B, spoczywajace na doskonale gladkiej powierzchni, polaczone s
sprezyna. Jezeli zostana odsunigte, a nastgpnie swobodnie puszczone, to suma ich pedow pozostaje réwna
zeru
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Jezeli uktad jest ztozony z dwoéch cial i sprezyny, to po uwolnieniu cial na uklad nie dziala sila zew-
netrzna. Dlatego do ruchu tego mozemy zastosowaé zasad¢ zachowania pedu. Przed uwolnieniem ciat
w ukladzie odniesienia zwiazanym ze stolem ped ukladu ciat byt réwny zeru. I taki pozostat po ich uwol-
nieniu. Chociaz ciata poruszaja sig, catkowity ped moze by¢ réwny zeru, poniewaz ped jest wielkoscia wek-
torowa. Jedno cialo bedzie miato ped dodatni (4 porusza si¢ w kierunku +x), a cialo drugie bedzie miato
ped ujemny (B porusza si¢ w kierunku —x). Z zasady zachowania pedu mamy:

ped poczatkowy = ped koficowy,
0 = mgvp+myv,.

Zatem
MmgVp = — M4V,
lub
mg
V4= ———Vpg,.
my

Na przykiad, jezelim, = 2 kg, a ms = 1 kg, to predkos¢ v, bedzie zawsze réwna polowie vz co do bez-
wzglednej wartosci, ale zwrot bedzie miala przeciwny, poniewaz ciala poruszaja si¢ w przeciwnym kie-
runku.
Energia kinetyczna ciata 4 wynosi %m;vi, co mozna zapisa¢ jako (m,v4)?/2m,. Energia kinetyczna
ciata B wynosi 3 mgv3, co zapisujemy jako (mgvg)?/2mg. Lecz
K4 2mn(m.404)2 mg

TB— 2m 4(mpvs)? T om’

gdzie m v, rébwna si¢ mpvp, jak to wynika z zasady zachowania pedu. W kazdej chwili energie kinetyczne
ciat s3 odwrotnie proporcjonalne do ich mas. Poniewaz energia mechaniczna jest rowniez zachowana, wiec
ciala beda kontynuowaé ruch drgajacy tam i z powrotem, a ich energia bedzie czgéciowo kinetyczna
i czgéciowo potencjalna. Jaki jest ruch srodka masy tego ukladu?

Jezeli energia mechaniczna nie jest zachowana, jak to si¢ dzieje w przypadku wystgpowania tarcia, to
ruch bedzie wygasat w miarg rozpraszania si¢ energii. Wyjasnié, czy mozemy zastosowaé w tym przypadku
zasad¢ zachowania pegdu.

Przyklad 6. Jako przyklad odrzutu rozpatrzmy rozpad promieniotwérczy. Czastka « (jadro atomu
helu) jest emitowana z predkoscia 1,4 - 107 m/s i z energia kinetyczna 4,1 MeV (1 MeV = milion elektrono-
woltow) przez jadro uranu 238, pozostajace poczatkowo w spoczynku. Znalez¢ predkosé odrzutu powstalego
jadra (tor 234).

Wyobrazmy sobie, ze ukiad (tor+czastka «) jest poczatkowo zwiazany i tworzy jadro uranu. Uklad
ten rozdziela si¢ nastepnie na dwie oddzielne czeici. Ped ukladu przed rozpadem wynosi zero. Ze wzgledu
na nieobecno$¢ sit zewnetrznych ped ukladu po rozpadzie jest takze rowny zeru. Wobec tego

ped poczatkowy = ped koncowy,
0 = My Va+ MynVin,
My
Th
Stosunek mas czastki « i jadra toru wynosi My/Mr, = 4/234, a vq = 1,4+ 107 m/s. Zatem

Vih = — Voa.

Vin = — . 1,4-107 mfs = —2,4- 10° m]s
™ 234 I :
Znak minus wskazuje, ze jadro toru jest odrzucone w kierunku przeciwnym niz czastka «. Dlatego tez
wypadkowy wektor pedu jest rowny zeru.
Jak mozna obliczy¢ energie kinetyczna odrzuconego jadra (patrz poprzedni przyklad)? Skad si¢ bierze
energia fragmentow rozpadu?

Przyklad 7. Rozwazmy teraz pozornie prosty przyklad pitki rzuconej w goére z Ziemi i po jej powro-
cie Ztapanej przez t¢ sama osobe. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze osoba ta jest sztywno zwiazana z Ziemia
oraz ze pomijamy opOr powietrza.

Rozwazany uklad skiada si¢ z Ziemi i pilki. Sity grawitacyjne dzialajace miedzy czesciami tego uktadu
sa w tym przypadku sitami wewnetrznymi. Przyjmijmy jako uklad odniesienia taki uktad, w ktorym Ziemia
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wraz z pilka jest poczatkowo nieruchoma. Gdy pilka jest wyrzucana w gore, z punktu widzenia obserwatora
w tym ukladzie odniesienia, Ziemia musi dozna¢ odrzutu. Ped ukladu (Ziemia + pitka) jest poczatkowo
rowny zeru i nie dzialaja sily zewngtrzne. Zatem ped jest zachowany i catkowity ped podczas ruchu pozo-
staje zerem. Ped pilki, skierowany w gore jest rownowazony przez ped Ziemi skierowany w dot. Wobec tego

ped poczatkowy = ped koricowy,
0= mpVp+mzvz,

mpVp = —MzVz,

gdzie mp i mz oznaczaja odpowiednio masy pitki i Ziemi, a v i vz sa to predkosci pitki i Ziemi w obranym
ukladzie odniesienia. Ziemia ma olbrzymia mas¢ w poréwnaniu z pitka, zatem predko$¢ Ziemi jest tak mata,
Ze mozna ja pominac.

Gdy pitka i Ziemia s3 od siebie oddalone, dziala mi¢dzy nimi wewne¢trzna sila przyciagania grawita-
cyjnego, powodujaca ich wzajemne zblizanie si¢. Gdy pitka spada na Ziemig, wtedy Ziemia spada na pitke
z rownym co do wartosci, lecz przeciwnie skierowanym pedem. W chwili upadku pitki jej ped jest neutrali-
zowany (i sam neutralizuje) ped Ziemi. Obydwa ciala traca swoj ruch wzgledny, ped pozostaje nadal rowny
zeru; zostaje przywrocony stan poczatkowy.

Przypominamy, ze kiedy omawialiSmy zasadg¢ zachowania energii, uwzgl¢dniajac potencjalng energie
grawitacyjna, pomineli§my ruch samej Ziemi. Przyj¢liSmy, Ze poziom zerowy potencjalnej energii grawita-
cyjnej znajduje si¢ na powierzchni Ziemi. Punkt odniesienia nie mial tu znaczenia, poniewaz mielimy do
czynienia tylko ze zmianami energii potencjalnej. Jednakze, obliczajac zmiany energii kinetycznej, zalozy-
lismy, ze Ziemia znajduje si¢ w spoczynku. Tak samo postapiliSmy w przypadku pitki wyrzuconej nad po-
wierzchni¢ Ziemi.

W zasadzie nie mozemy ignorowaé zmiany energii kinetycznej samej Ziemi. Na przyklad, gdy pitka
spada na powierzchni¢ Ziemi, wtedy Ziemia jest nieznacznie przyspieszana w kierunku pitki. Poprzednio
pominglismy ten fakt, poniewaz zalozylimy, ze zmiang¢ energii kinetycznej Ziemi mozna pomina¢. To
zalozenie nasuwa pewne watpliwosci. Chociaz predkos¢ Ziemi jest wowczas z pewnoscia mata, to jednak
jej masa jest olbrzymia i wobec tego nabyta energia kinetyczna moze by¢ znaczna. Aby rozstrzygna¢ ten
problem, obliczmy stosunek energii kinetycznej Ziemi do energii kinetycznej pitki. Korzystajac z zaleznosci

mpvp = —mgzvz, Wynikajacej z zasady zachowania pedu, otrzymujemy:
K, _ ‘l‘mzv% _ %(mz‘vz)z me  mp
K» %mrvtzv %(mpvr)z mz mz )

Poniewaz mase pitki mp w porébwnaniu z masa Ziemi mz mozemy pominaé, wigc energi¢ kinetyczna K,
uzyskang przez Ziemie, mozemy tez pominaé w poréwnaniu z energia pitki Kp. Na przyklad, jezeli mp = 6 kg
(pitka raczej cigzka), a mz = 6- 10%* kg, to Kz/Kp = 10724()).

Zwracamy uwage, ze zadanie to jest w zasadzie takie samo, jak w przykladzie 5. R6znice wystepuja
tylko w szczegotach. Energia potencjalna sprgzyny zostala zastapiona grawitacyjna energia potencjalna,
a na miejscu mas, o tym samym rzedzie wielkosci, pojawily si¢ masy o bardzo rozniacych si¢ rzgdach wiel-
kosci.

9-7. Uklady o zmiennej masie

Dotychczas zajmowali$my si¢ tylko takimi ukladami, ktorych catkowita masa M pozostawala stala
wraz z uplywem czasu. Obecnie zajmiemy si¢ takimi ukladami, ktorych masa podczas obserwacji zjawiska
wzrasta lub maleje. Jezeli masa ukladu rosnie, to pochodna dM/dt jest dodatnia, a gdy maleje — ujemna.

Rysunek 9-10a przedstawia pewien uktad o masie M, ktorego srodek masy porusza si¢ z predkoscia v,
gdy obserwacje prowadzi si¢ z okres$lonego ukladu odniesienia. Na ten uklad dziala pewna sila zewngtrzna
Fzew. Po uplywie czasu At stan ukladu zmienia si¢ tak, jak to przedstawiono na rys. 9-10b. Z ukladu zostata
wyrzucona pewna ilo$¢ substancji o masie AM, jej srodek masy porusza si¢ z predkoscia u wzgledem przy-
jetego ukladu odniesienia. Wobec tego masa ukladu zmniejszyla si¢ do wartosci M—AM, a predkosé v
Srodka masy ukfadu osiagnela wartosé v+Av.

Mozna sobie wyobrazié, ze uklad na rys. 9-10 przedstawia jaka$ rakiete. Wyrzuca ona ze swej dyszy
goracy gaz z do$¢ duza predkoscia, zmniejszajac dzieki temu swoja mase i zwickszajac predkosé. Zmniejsze-
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nie masy rakiety odbywa si¢ w sposob ciagly podczas procesu spalania. Sita zewngtrzna F.w nie stanowi
sily ciagu rakiety, lecz jest sumg jej cigzaru i sily oporu atmosfery.

W celu przeanalizowania tej sytuacji zal6zmy na razie, ze rozpatrywany uklad ma stala mase. Oznacza
to, Ze do naszego ukladu (rys. 9-10b) wlaczymy nie tylko mas¢ M—AM ciala, ale rowniez wyrzucona
mas¢ AM; catkowita masa tego ukladu bedzie rowna masie M przedstawionej na rys. 9-10a. Po wprowa-

y y
t t+ At
M M-AM
%
$r.m. Vi B
0 X X
a) b)

Rys. 9-10. Cialo o masie M, poruszajace si¢ z predkoscia v, wyrzuca w przedziale czasu At substancje
o masie AM. Na ten uklad dziala pewna sita zewn¢trzna F,.. (nie pokazana na rysunku)

dzeniu tego zalozenia bedziemy mogli wykorzysta¢ wyniki uzyskane dotychczas dla ukladow o stalej masie.
Zobaczymy, ze taki sposdb postgpowania doprowadzi nas do drugiej zasady Newtona dla uktadow, kto-
rych masa nie jest stala.

Opieramy si¢ na rownaniu (9-17):

Fuw = —('l'r;.
det
Dla skoniczonego przedzialu czasu At otrzymujemy nastgpujace wyrazenie przyblizone:
F. ~ £ = Pk_P’
ZewW = At - At ’

gdzie P, jest pedem (korficowym) ukladu z rys. 9-10b, a P, — pedem (poczatkowym) ukiadu z rys. 9-10a.
Poniewaz P, = (M—AM)(v+Av)+AMu, a P, = Mv, wobec tego mamy
o [((M—AM)(v+Av)+AMu]— Mv AM
= At At '

Jezeli teraz przyjmiemy, ze At dazy do zera, to stan przedstawiony na rys. 9-10b zmierza do stanu przed-
stawionego na rys. 9-10a, co oznacza, ze Av/Ar dazy do dv/dt, czyli do przyspieszenia ciala (rys. 9-10a).
Wielko$¢ AM jest masa substancji wyrzuconej w czasie Az; w wyniku tego wyrzucenia zmniejsza si¢ masa M
pierwotnego ciala. Gdy At dazy do zera, dodatnia warto$¢ AM/At nalezy zastapi¢ przez —dM/dt, poniewaz
wielkos¢ dM/dt, wyrazajaca zmian¢ czasowa masy ciala, jest z natury rzeczy ujemna. W koncu, gdy At
dazy do zera, wtedy Av takze dazy do zera. Po uwzglednieniu tych zmian w réwnaniu (9-19) otrzymujemy

dv dM dM

9-19)

-mY A
= —A—’+[ll—'(v+ V)]

Frew =M —+V — —u—— 9-20a
aVa " (-202)
lub
d dM
Fzew = — (MV)—u——. 9-20b
dt( Kt dt ( )

Roéwnanie to wyraza druga zasade Newtona, ktora definiuje sily zewngtrzne dzialajace na jakies cialo
(podobne do przedstawionego na rys. 9-10a) o zmiennej masie.

Zwracamy uwage, ze rownania te redukuja si¢ do znanych postaci: odpowiednio Frew = Ma i Fzew =
= (d/dr)(Myv) dla szczegbinego przypadku ciala o stalej masie (dM/dr = 0). Nalezy podkresli¢, ze nie moze-
my wyprowadzi¢ ogolnego wyrazenia na druga zasade Newtona dla uktadow o zmiennej masie, traktujac
mas¢ we wzorze Fi.w = dP/df = d(Mv)/dt jako wielko$é zmienna. Taki sposob postgpowania prowadzi

bowiem do wyniku:

F 4 vy = M
e =g VS My de’

207



co stanowi jedynie szczeg6lny przypadek bardziej ogolnego réwnania (9-20), mianowicie przypadek, w kté-
rym albo (a) dM/dt = 0, co oznacza uklad o stalej masie, albo (b) u = 0, co oznacza specjalny wybér
ukiadu odniesienia. Wyrazenie Fzew = dP/df mozemy wykorzysta¢ do analizowania ukladéw o zmiennej
masie, ale tylko wtedy, gdy stosujemy je do jakiego$ catkowitego ukladu o stalej masie, Ztozonego z czeici,
miedzy ktorymi odbywa si¢ wymiana masy. To wlasnie uczyniliSmy przy wyprowadzaniu réwnan (9-20),
Znaczenie wzoru F.w = dP/dt w fizyce klasycznej polega na tym, ze wyjasnia on zasad¢ zachowania pedu
i daje nam prosty, fizyczny sposob traktowania skomplikowanych ukladéw. Poniewaz wybér ukladu zalezy
od naszej decyzji, mozemy zawsze wybra¢ jakis§ uklad o stalej masie, wlaczajac do niego dostatecznie wiele
cial. ’

Jednak czgsto wygodne jest — np. w zagadnieniach dotyczacych rakiet — wybranie jakiego$ ukladu,
ktorego masa zmienia si¢ wraz z uplywem czasu. W takich przypadkach stosujemy druga zasade Newtona
(rownania 9-20) w postaci, ktora jest niekiedy bardziej wygodna i lepiej daje si¢ interpretowaé fizycznie,
Wektor u—(v+Av) w réwnaniu (9-19) oznaczamy jako Vwzg; jest to wzgledna predkosé wyrzuconej masy
wzgledem gléwnego ciala. Zatem réwnania (9-20) moga by¢ zapisane nastepujaco:

MY Fre-n M (©-213)
dr dt
lub
Mﬂ = Fzeu+ Vwzgl ‘dﬂ . (9'21b)
dr dr

Ostatni wyraz w rownaniu (9-21b), tzn. [Vwze(dM/dr)] wyraza ped przekazywany w jednostce czasu do
ukiadu (lub z ukladu) przez substancje, ktéra ten uklad wyrzucit (lub pobral). Wyraz ten moze byé in-
terpretowany jako sila wywierana na uklad przez substancje, ktéra go opuszcza (lub przylacza sie do
niego). W przypadku rakiety nosi on nazwe sily ciagu; dazeniem konstruktor6w rakietowych jest uczynie-
nie go tak wielkim, jak tylko jest to mozliwe. Z rownania (9-21) wynika, ze aby zrealizowa¢ to dazenie,
ilo$¢ substancji wyrzucanej przez rakiet¢ w jednostce czasu oraz predko$c rakiety wzgledem wyrzuconej
substancji powinny by¢ jak najwigksze. Mozemy zapisa¢ réwnanie (9-21) w postaci:
dv

M? = erw + Freakcﬁ >

gdzie Freakesi(= Vwzq dM|dt) jest sila reakcji wywierana na uklad przez substancje, ktdra go opuszcza.

Przyklad 8. Karabin maszynowy stoi na platformie wagonu mogacego si¢ swobodnie poruszaé bez
tarcia po poziomym torze, tak jak narys. 9-11a. W okreslonej chwili karabin zaczyna strzelaé pociskami
o masie m, ktorych predkosé w ukladzie odniesienia zwiazanym z Ziemia wynosi u. Predko$¢ wagonu w tym
ukladzie odniesienia wynosi v, a predkos¢ pociskow wzgledem wagonu jest rowna u—v. Liczba pociskéw
wystrzelonych w jednostce czasu wynosi n. Obliczy¢é przyspieszenie wagonu.

Uklad nasz stanowia wagon i karabin. Poniewaz jego masa M jest zmienna, stosujemy druga zasade
Newtona w postaci wyrazonej rOwnaniem (9-21b). Skoro na uklad nie dziala sita zewnetrzna, to Fzew = 0
i rébwnanie przyjmuje postaé:

dv dM

M F = Vwzgl T’
przy czym dv/ds réwna si¢ przyspieszeniu a tego ukladu; vy, rowna si¢ predkosci u—v skierowanej na
lewo (rys. 9-11a); dM/ds réwna si¢ —mn. Po wstawieniu tych wyrazeni do powyZszego rownania otrzymu-
Jjemy

az 3 Yemlmn)

Todr M
Wynika stad, ze a ma zwrot przeciwny do Vwzg, tzn. a jest skierowane na prawo (rys. 9-11a). Jezeli w okreslo-
nej chwili Vyzg = 500 mfs, m = 10 g; n = 10/s i M = 200 kg, to w chwili tej

500 m/s-10~2 kg- 10/s
= 200 kg
Wartos¢ Sredniej ,,sily ciagu” pochodzacej od wyrzuconych pociskéw, ktéra w omawianej chwili dziata
na uklad (wagon+ karabin), wynosi
F = vynm = 500 m/s- 10/s- 10-2 kg = 50 N.

= 0,25 m/s%.
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Na rysunku 9-11b przedstawiamy analogiczna sytuacje dla rakiety. Pouczajace jest zbadanie tego
problemu z punktu widzenia trzeciej zasady Newtona i zasady zachowania pedu. Wybierzmy uklad (ra-
kieta+ gaz) o ustalonej masie i zwiazmy ukiad odniesienia z jego §rodkiem masy. Rakieta wyrzuca z rury
wydechowej strumieni goracych gazéw; wyrzucanie to jest réwnoznaczne z dzialaniem pewnej sily. Strumieni
goracych gazéw wywiera na rakiet¢ okreslong sile napedzajaca, skierowana ku przodowi. Jest to sila
reakcji. Obydwie te sily sa sitami wewnetrznymi w omawianym ukladzie (rakieta+ gaz). W przypadku nie-

y e g'rdanéca
— T~ ukiadu

— - A N

7ol = \ v
= l:reakcii' de
o o e =-vnlg|.mn
- S ———— e — —_—
X
a)
y
______ granica
Le— —r—e— -~ ukladu
-~ v ~«£ U
. —> ~.
u / \ M \
e — & —m— 5 Freakcji=Vug 4 M/t
\ .
e e e e e — ——"
X
b)

Rys. 9-11. (a) Przykiad 8. Karabin maszynowy przymocowany jest do wagonu, ktéry toczy si¢ bez tarcia.
Karabin strzela pociskami o masie m, z szybkoscia (liczba na jednostke czasu) b, predkosé pociskow wzgle-
dem karabinu wynosi u—v. W chwili, do ktérej odnosi sie rysunek, niektére pociski opuscily juz rozpatry-
wany uklad. Zaznaczone predkosci wagonu i pociskow mierzone s przez obserwatora znajdujacego si¢
W ukladzie odniesienia zwiazanym z torem kolejowym. Sila reakcji dzialajaca na uklad wynosi
F= —mn¥y.q = (AM/d#)¥wzq1. (b) Ruch rakiety w przestrzeni w przypadku znikomo malych sit zew-
netrznych. Z dyszy wyrzucone sa drobiny gazu majace wzglgdem rakiety predkosé u—v. Szybkosé wyrzu-
cania substancji z dyszy rakiety wynosi —dM/dr. Sila reakeii, dzialajaca na rakiete, wyraza si¢ wzorem
F = (dM/dt) Vuz;1. Zaznaczone predkosci rakiety i wyrzucanego gazu mierzone s3 wzgledem powierzchni
Ziemi

obecnosci sit zewnetrznych catkowity ped tego ukladu jest staly (Srodek masy poczatkowo znajdujacy sie
w spoczynku w dalszym ciagu pozostaje w spoczynku). Niemniej jednak poszczegblne czesci tego ukladu
(rakieta i gazy) moga zmienia¢ swoj ped. Wzgledem ukladu odniesienia, zwigzanego ze $rodkiem masy,
gorace gazy nabywaja pedu skierowanego do tyhu, a rakieta nabywa pedu o takiej samej wartosci, skie-
rowanego do przodu.

W podobny spos6b Czytelnik moze przeanalizowaé poprzedni ukiad (pociski+ wagon).

Przyklad 9. Na stanowisku startowym rakieta, zaopatrzona w material pedny, ma cigzar 13 500 kG.
Zostaje ona wystrzelona pionowo do géry i w chwili po zuzyciu paliwa wazy 4500 kG. Szybko$¢ spalania
materialu pednego wynosi 150 kg/s, a predko$¢ wyrzucania gazé6w wzgledem rakiety jest rowna 1500 m/s;
zakladamy, ze obydwie te wielkosci s stale podczas spalania materialu pednego.

(a) Obliczy¢ sile ciagu. Sita ciagu F wystepuje jako ostatni wyraz w réwnaniu (9-21b):

F = vy = 1500 m/s- 150 kg/s = 2,25-10° N = 23000 kG.

Zwracamy uwage, ze poczatkowo, gdy zbiorniki materiatu pednego sa pelne, dzialajaca na rakiete sila,
skierowana ku gorze, jest réwna sile ciagu (23 000 kG) minus poczatkowy cigzar rakiety (13 500 kG),
czyli 9500 kG (przy pominigciu oporu powietrza). Bezposrednio po zuzyciu paliwa sila, skierowana ku
g6rze, wynosi 23 000 kG minus 4500kG, czyli 18 500 kG.
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(b) Jaka bylaby predko$¢ rakiety w chwili zuZycia paliwa, gdybysmy mogli pomingé wszystkie sily
zewngtrzne, wlaczajac w to cigzar i opér powietrza?
Jezeli w rownaniu (9-21b) Feew = 0, to
MY M b a M
— = Vwzgl —/— V = Vwzgl —.
dr T ar = o
Calkujac to wyrazenie (patrz dodatek I) od chwili, w ktérej predkosé jest rOwna vo, a masa rakiety wy-
nosi M,, otrzymujemy
v M
S dv=v S ﬂ
wzgl M ’

Vo o
przy czym zakladamy, ze w wymienionym wyzej przedziale czasu predkos¢ wyrzucania gazow jest stala.
Calkowanie daje nastepujacy wynik:

’

V=Vo = — VazgIn(Mo/M) = —v,,.,,]n(l + M)
co oznacza, ze zmiana predkosci rakiety w dowolnym przedziale czasu zalezy jedynie od predkosci wy-
rzucania gazéw (majacej przeciwny zwrot) oraz od ulamka masy substancji wyrzucanej w tym przedziale
czasu.

W naszym przykladzie v, = 0, Mo/M = 13 500/4500 = 3,0, a wi¢c predkos¢ rakiety w chwili zuzycia
paliwa wynosi:

v = UyenIn(Mo/M) = 1500 m/s- In3,0 = 1650 m/s.
Gdyby zostaly uwzglednione sily zewngtrzne, ci¢zar i opér powietrza, wtedy konicowa predkos$é bylaby
mniejsza*.

Zakladamy, ze w chwili startu predkos¢ poczatkowa rakiety rowna si¢ zeru (vo = 0), a masa wynosi
M,. Jezeli w chwili zuzycia paliwa predkos¢ koficowa rakiety wynosi vs, a jej masa réwna si¢ M, to
réwnanie rakiety mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

M,
M,
gdzie vu.q jest predkoscia wyrzucania gazow.

Roéwnania klasyczne rakiety (lub zmiennej masy) nasuwaja wniosek, ze predkos¢ rakiety moze sig
zwicksza¢ do dowolnej wartoéci pod warunkiem jedynie, ze rakieta wyrzuca wystarczajaca ilos¢ paliwa i ze
pozostala, koficowa masa jest dostatecznie mala. Na podstawie mechaniki relatywistycznej wiemy jednak,
#e rakieta nie moze by¢ przyspieszona do predkosci rownej lub wigkszej od predkosci $wiatla. Gdy predkoéé
rakiety zblizy si¢ do zakresu predkoéci relatywistycznej, rownania klasyczne nie moga juz by¢ stosowane.
W zaleznoéci od predkosci nalezy uwzglednié zmiane masy bezwiadnej czastki i dodatkowo wzOr na pred-
ko$é relatywistyczna. Roéwnania, ktore z tego wynikaja, moga by¢ stosowane do rakiety relatywistycznej**,

=e" Uk/”wul,

Przyklad 10. Z nieruchomego zbiornika sypie si¢ piasek z szybkoscia dM/dr na pas transportera
poruszajacego si¢ z predkoscia v w laboratoryjnym ukladzie odniesienia, tak jak to przedstawia rys. 9-12,
Jaka jest warto$é sily potrzebnej do utrzymania pasa w ruchu z predkoscia v?

Jest to klasyczny przyklad sily zwiazanej ze zmiang samej masy, gdy predko$¢ masy pozostaje stala,
Uklad nasz stanowi pas o zmiennej masie, wobec czego mozna dori stosowac réwnanie (9-21). Poniewaz
predko$é pasa jest stala, musimy w tym réwnaniu uwzgledni¢ to, ze dv/dr = 0. Obserwator znajdujacy si¢
na pasie i pozostajacy w spoczynku wzgledem niego odnositby wrazenie, ze sypiacy si¢ piasek i zbiornik
wykonuja ruch poziomy z predkoscia v w kierunku przeciwnym do pokazanego kierunku ruchu pasa w uk-
ladzie laboratoryjnym. Zatem w réwnaniu (9-21b) nalezy wprowadzi¢ nast¢pujaca Zmiang: Vwgg = uU-—V,

poniewaz jednak u = 0, dlatego Vwz = —V. Biorac to pod uwage otrzymujemy
dM
0= Frew—V——
dr

* Sciste rozwiazanie zagadnienia rakiety klasycznej podaje J. L. Meriam, Variable-Mass Dynamics,
Journal of Engineering Education, December 1960.
** Patrz: Kalman B. Paneranz, The Equation of Motion for Relativistic Particles and Systems with
a Variable Rest Mass, American Journal of Physics, December 1964.
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lub i
Feew=1v e
W przykladzie tym wielko$é dM/dt jest dodatnia, poniewaz wraz z uplywem czasu masa ukladu wzrasta.
Wobec tego — jak nalezalo sie spodziewa¢ — potrzebna sila zewnetrzna musi mie¢ zwrot zgodny z kie-
runkiem, w ktérym porusza si¢ pas. Zwracamy uwage, ze w przypadku braku tarcia masa, ktéra jest
obdarzony pas, nie wystgpuje w tym zagadnieniu.
Moc dostarczona przez sile zewnetrzna wynosi

P=F-v=v-F = v-(vdM/dt) = v2(dM/dr).

granica

__________ [ uktadu

e e——— -

Rys. 9-12. Przyklad 10. Piasek sypie si¢ ze zbiornika z szybkoscia dM/ds na pas transportera poruszajacy
si¢ z predkoscia v w laboratoryjnym ukladzie odniesienia. Sita F, potrzebna do utrzymywania pasa w ruchu
ze stala predkoscia, réwna jest vdM/dt. W przedstawionym ukladzie odniesienia zbiornik znajduje sie
W spoczynku
Poniewaz v = const, mozemy to zapisaé nastepujaco:
2
p= JMH) =zi(inz)=2£,
dr dr \2 dr

Widzimy wigc, ze moc potrzebna do utrzymania pasa w ruchu jest dwukrotnie wigksza od szybkosci
zwigkszania si¢ energii kinetycznej tego ukiadu; zwracamy uwage, Ze mozna nie rozpatrywaé energii ki-
netycznej samego pasa, poniewaz ma on stala predkosé, a wigc jego energia kinetyczna nie zmienia sie.
Jest zrozumiate, ze w tym przypadku energia mechaniczna nie jest zachowana. Co si¢ dzieje z druga polowa
mocy? W ktérym z poprzednich przykladéw mieli$my do czynienia z zachowaniem pedu bez jednoczesnego
zachowania energii mechanicznej?

Czytelnik powinien umieé rozwiazaé przyklad 10 w inny sposob, a mianowicie wybierajac ukfad o usta-
lonej masie i stosujac zasade zachowania pedu*.

Pytania

1. Czy w $rodku masy ukladu cial musi zawsze znajdowac si¢ jakas substancja?

2. Czy $rodek masy ciala statego musi leze¢ koniecznie wewnatrz niego? Jezeli nie, to podaé odpowied-
nie przyklady.

3. Czy pojecie srodka masy ma co$ wspdlnego z pojeciem $rodka geograficznego danego kraju?
A czy ma co$ wspolnego z pojeciem $rodka zaludnienia kraju? Jaki wniosek mozna wyciagnaé z faktu,
e $rodek geograficzny rézni sie od $rodka zaludnienia kraju?

* Doskonale, ogolne oméwienie uktadow stalej i zmiennej masy, patrz: Force, Momentum Change
and Motion, Martins Tiersten, American Journal of Physics, January 1969.
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4. Rzezbiarz — amator zdecydowal si¢ wykona¢ model ptaka (rys. 9-13). Model moze samodzielnie
staé. Zostal on wykonany z arkusza metalowej blachy o stalej grubosci. Okresli€, ktéry z punktéw pokaza-
nych na rysunku moze by¢ §rodkiem masy.

5. Polozenie $rodka masy grupy punktéw materialnych wzglgdem tych punktéw nie zalezy od ukladu
odniesienia uzytego dla opisania przypadku. Czy jest to prawda? Czy mozna przyja¢ taki uklad odniesienia,
ktorego poczatek znajdowalby si¢ w Srodku masy?

Rys. 9-13. Pytanie 4

6. Jezeli tylko sila zewngtrzna moze zmieni¢ stan ruchu $rodka masy ciala, to dlaczego sila wewnetrzna
pochodzaca od hamulcéw moze catkowicie zatrzymac samochéd?

7. Wyjaéni¢, czy cialo moze mieé energie nie majac jednoczesnie pedu? Wyjasni¢, czy cialo moze miet
ped nie majac jednoczesnie energii?

8. Dwa ciala: lekkie i ciezkie maja jednakowe energie kinetyczne ruchu postgpowego. Ktore z nich
ma wigkszy ped?

9. W drucianej klatce, wiszacej na wadze sprezynowej, znajduje si¢ ptak. Czy w przypadku, gdy ptak
fruwa wewnatrz klatki, wskazania wagi sa wigksze, mniejsze, czy tez rowne wskazaniom, gdy ptak w klatce
siedzi?

10. Czy 16dz moze by¢ napedzana przez strumiefh powietrza padajacy na zagle, jezeli jest on wytwa-
rzany przez wiatraczek przymocowany do tej todzi?

11. Siedzac w kajaku na stojacym zbiorniku wodnym mozna dosta¢ si¢ do brzegu szarpiac mocno
za line przyczepiona do dziobu kajaka. Jak mozna to wyjasni¢? (To naprawde jest mozliwe!)

12. Jak osoba stojaca nieruchomo na doskonale gladkiej poziomej powierzchni moze si¢ z niej wy-
dostac?

13. Na duzej tafli gtadkiego lodu stoi nieruchomo czlowiek trzymajacy w dloni zapalong petarde.
W pewnej chwili rzuca on petarde w powietrze. Opisa¢ krotko, ale mozliwie najdokladniej, ruch srodka
masy petardy i ruch §rodka masy ukladu zlozonego z cztowieka i petardy. Najwygodniej jest poda¢ opis
kazdego z tych ruchéw w nastgpujacych przypadkach: (a) od chwili rzucenia petardy do chwili jej eksplozji;
(b) od chwili eksplozji do chwili, w ktérej pierwszy odlamek petardy trafia w 16d; (c) od chwili uderzenia
w 16d pierwszego odtamka do chwili uderzenia ostatniego; (d) w czasie, w ktérym opadly wszystkie odtamki,
i §lizgaja si¢ po powierzchni lodu.

14. Jak podano w tekécie, nie mozna stosowa¢ rownania Fyew = d(Mv)/dz do ukladu o zmiennej masie.
Aby to udowodnié, nalezy: (a) przedstawié to réwnanie w réwnowaznej postaci (Fzew—Mdv/dt)[(dM/dt) =
= v; (b) wykazaé, e jedna strona tego rownania ma t¢ sama warto$¢ we wszystkich inercjalnych ukladach
odniesienia, podczas gdy druga strona nie ma tej wlasciwosci. Wobec tego réwnanie to dla ogétu przypadkéow
nie moze byé uzasadnione. (c) Wykaza¢, ze réwnanie (9-20) nie prowadzi do takiej sprzecznosci.

15. Kostka lodu zostala wyrzucona z predkoécia v w goraca, prozna, wolna od powszechnego cig-
zenia przestrzeni. Kostka stopniowo topnieje, nastgpnie gotuje sie i zamienia w pare. (a) Czy jest to w dal-
szym ciagu uklad punkt6w materialnych? (b) Jezeli tak, to czy jest to ten sam ukiad punktoéw material-
nych? (¢) Czy ruch §rodka masy przechodzi jakie§ gwaltowne zmiany? (d) Czy zmienia si¢ ped catkowity?
(&) Czy odpowiedzi na pierwsze pytania ulegna zmianie, jezeli uwzglednimy powszechne ciaze-
nie?

16. W roku 1920 znaczace czasopismo oglosilo na temat pionierskich doswiadczen rakietowych Ro-
berta H. Goddarda — negujac poglad, ze rakieta moze porusza¢ si¢ w prézni — co nastepuje: ,,Juz samo
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to, ze profesor Goddard za swoja ,,katedra” w Clark College i poparciem Instytutu Smithsona nie wie
o zwigzku akcji z reakcja i o potrzebie istnienia czego$ lepszego niz préznia, przeciw czemu mozna by
reagowaé — wystarczy aby powiedzie¢, ze jest to absurd. Jest rzecza oczywista, ze ma on pewne braki
w wiedzy wyniesionej ze szkoly $redniej”. Co jest bledne w tym zarzucie?

17. Wyjasni¢ fakt, ze ostatni stopieni rakiety wielostopniowej ma o wiele wigksza predkosé korficowa
od predkosci koficowej rakiety jednostopniowej majacej taki sam catkowity cigzar i tylez paliwa co rakieta
wielostopniowa.

18. Gdy rakieta wyrzuca spalony material pedny, zmienia si¢ polozenie jej §rodka masy (w ukladzie
odniesienia zwigzanym z ta rakieta). Czy musi to by¢ uwzglednione w dokladnym rozwiazaniu problemu
rakietowego?

19. Wyjaéni¢ réznice pomiedzy pochodzeniem zmiennej masy ukladu klasycznego i ukfadu relaty-
wistycznego.

20. Czy mozna sobie wyobrazi¢ uklady o zmiennej masie inne niz te, ktére oméwiono w przykiadach
podanych w tekscie?

Zadania

Paragraf 9-1

1. Udowodnié, ze stosunek odlegtosci dwoch punktow materialnych od ich §rodka masy jest réwny
stosunkowi odwrotnosci ich mas.

2. Eksperymenty przeprowadzone za pomoca dyfrakcji elektronéw wykazuja, ze odleglos¢ migdzy
frodkami atoméw wegla (C) i tlenu (O) w czasteczce gazowego tlenku wegla wynosi 1,130 10-1° m,
Znalez¢ odleglo$¢ srodka masy czasteczki CO od atomu wegla.

3. Masa Ksiezyca jest w przyblizeniu réwna 0,013 masy Ziemi, a odlegto$¢ od $rodka Ksiezyca do
frodka Ziemi jest okolo 60 razy wigksza od promienia Ziemi. Jak daleko od §rodka Ziemi lezy $rodek
masy ukladu Ziemia-Ksigzyc, jezeli promiefi Ziemi wynosi w przyblizeniu 6400 km?

Odp.: 4900 km.

4. Masy i wspoélrzedne czterech punktéw materialnych sa nastgpujace: 5 kg, x =y = 0 cm; 3 kg,
x=y=8cm;2kg,x=3cm,y=0cm;6 kg, x = —2 cm, y = —6 cm. ZnaleZ¢ wsp6irzedne §rodka
masy tej grupy punktéw materialnych.

w)

Rys. 9-14. Zadanie 5

5. W czasteczce amoniaku (NH;) trzy atomy wodoru (H) tworza tr6jkat rownoboczny. Odleglo$é
migdzy §rodkami atoméw wynosi 1,628 - 101 m, tak wiec srodek trojkata jest odlegly 0 9,39- 10! m
od kazdego atomu wodoru. Atom azotu (N) jest umieszczony na wierzcholku piramidy, ktérej podstawa
jest tréjkat utworzony z atoméw wodoru (zob. rys. 9-14). Odleglo$¢ miedzy atomami wodoru i azotu jest
réwna 1,014 10-1° m. Jaka jest odleglo$é migdzy atomem azotu a srodkiem masy czasteczki amoniaku?

Odp.: 6,74- 10~*2 m w stron¢ plaszczyzny atoméw wodoru, wzdtuz osi symetrii.

6. Znale#é srodek masy jednorodnej plyty w ksztalcie p6tkola. Niech a bedzie promieniem tego kola.

Paragraf 9-2

7. Dwa klocki o masach 1 kg i 3 kg polaczone sznurkiem leza w stanie spoczynku na doskonale
gladkiej powierzchni. Jezeli klockom nadano réine predkosci i pierwszy porusza si¢ z predkoscia 1,7 m/s
w kierunku $rodka masy, ktory pozostaje w stanie spoczynku, to jaka jest predkos¢ drugiego klocka?

Odp.: 0,57 m/s, w kierunku §rodka masy.

213



8. Dwie czastki P i Q bedace w spoczynku znajduja si¢ w odleglosci 1 m jedna od drugiej. P ma
mase réwna 0,10 kg, a Q masg 0,30 kg. P i Q przyciagaja si¢ wzajemnie ze stala sifa 1,0+ 10-2 N. Na uklad
ten nie dzialaja zadne sily zewngtrzne. (a) Opisa¢ ruch srodka masy. (b) W jakiej odleglosci od poczatko-
wego polozenia czasteczki P nastapi zderzenie tych czastek?

9, Czlowiek o masie m chwyta si¢ drabiny linowej spuszczonej z balonu o masie M. Balon jest nieru-
chomy wzgledem Ziemi. (a) Jezeli czlowiek zacznie wspina¢ si¢ po drabinie z predkoscia v (wzgledem
drabiny), to w jakim kierunku i z jaka predkoscia (wzgledem ziemi) balon zacznie si¢ poruszaé? (b) Jaki
bedzie stan ruchu, jezeli czlowiek przestanie si¢ wspina¢?

Odp.: (a) w dol,

m v; (b) balon bedzie znowu nieruchomy.
m+M

10. We wngtrzu zamknigtego wagonu kolejowego znajduje si¢ armatka wraz z zapasem pociskow
(rys. 9-15). Armatka strzela na prawo, wagon cofa si¢ na lewo. Pociski, po uderzeniu w przeciwlegla $ciane,
pozostaja w wagonie. Udowodni¢, ze — niezaleznie od tego, jak pociski sa wystrzeliwane — wagon kole-
jowy nie moze potoczy¢ si¢ dalej niz na odleglos¢ L rowna swojej dlugosci, przy zalozeniu, ze zaczyna
on poruszaé si¢ ze stanu spoczynku.

t L

.
¥

Rys. 9-15. Zadanie 10

11. W lodzi o plaskim dnie stoi pies o cigzarze 5 kG. Jest on oddalony od brzegu o 7 m. Idac po dnie
lodzi w kierunku brzegu, przebywa on odleglos¢ 3 m, a nastgpnie si¢ zatrzymuje. Ci¢zar todzi wynosi 20 kG.
Mozna przyjaé zalozenie, ze miedzy lodzia a woda nie ma tarcia. Jak daleko od brzegu znajdzie si¢ pies
w chwili zatrzymania si¢? (Uwaga: $rodek masy ukladu 16dZ+ pies nie porusza si¢. Dlaczego?) Linia brzegu
znajduje si¢ z lewej strony rys. 9-16.

Odp.: 5,25 m.

BN
Rys. 9-16. Zadanie 11 . Rys. 9-17. Zadanie 12

12. Pitka o masie m i promieniu R zostala umieszczona wewnatrz wydrazonej-kuli o tej samej masie
i promieniu wewngtrznym 2R. Uklad ten pozostaje w stanie spoczynku na doskonale gladkiej powierzchni
w pozycji pokazanej na rys. 9-17. Uwolniona mniejsza pitka przetacza si¢ po wewngtrznej stronie kuli
i ostatecznie zatrzymuje si¢ na dnie. Jak daleko przemiesci si¢ w tym czasie wigksza kula?
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13. Ricardo (masa 80 kg) i Carmelita podziwiaja jezioro Merced o zmierzchu, w kajaku (masa 30 kg).
Gdy kajak znajduje si¢ w stanie spoczynku, przy spokojnej wodzie zamieniaja si¢ miejscami, ktére sa od siebie
oddalone 0 3 m i ulokowane symetrycznie wzgledem $rodka kajaka. Ricardo zauwazyl, ze kajak poruszyt
si¢ 0,4 m wzgledem zanurzonego logu i obliczyl mas¢ Carmelity, do ktorej nigdy nie chciata sie przyznaé.
Ile wynosi jej masa?

Odp.: 58 kg.

14. Czlowiek (80 kG) stoi w tyle lodzi bojerowej (400 kG), ktora jedzie po lodzie (mozna przyjaé
16d jako doskonale gladki) z predkoscia 4 m/s. Postanawia przejs¢ do przodu 18 metrowej lodzi i robi
to z predkoscia 2 m/s wzgledem todzi. Jak daleko pojechala 16dZ w czasie, gdy czlowiek szedt?

Paragraf 9-3

15. Z jaka predkoscia musi jecha¢ Volkswagen (816 kg), aby: (a) mie¢ ten sam ped co Cadillac
(2650 kg) jadacy z predkoscia 16 km/h? (b) mie¢ t¢ sama energi¢ kinetyczna? (c) Dokonaé tych samych
obliczen dla ciezarowki (9080 kg) zamiast Cadillaca?

Odp.: (a) 52 km/h, (b) 29 km/h, (c) 180 km/h, 52 km/h.

16. Pitke S0 g wyrzucono w powietrze z predkoscia poczatkowa 15 m/s pod katem 45°. (a) Jaka jest
warto$¢ energii kinetycznej na poczatku, a jaka tuz przed uderzeniem pilki o ziemig? (b) Znalezé odpo-
wiednie wartosci pgdu (wartos¢ i kierunek). (c) Wykazaé, ze zmiana pedu jest réwna cigzarowi pitki pomno-
zonemu przez czas lotu.

17. Cialo 5 kg uderza z predkoscia 30 m/s w plyte stalowa pod katem 45° i odbija si¢ z ta sama pred-
koscig i pod tym samym katem, (rys. 9-18). Jak zmienia si¢ warto$¢ i kierunek pedu ciata?

Odp.: 210 kg m/s, prostopadle do plyty.

T s Rys. 9-18. Zadanie 17

18. Dwa ciala, kazde ztozone z pewnej liczby ci¢zarkéw, zostaly polaczone lekka linka przerzucona
przez krazek obracajacy si¢ bez tarcia, ktorego Srednica rowna si¢ 5,0 cm. Oba ciala znajduja si¢ na tym
samym poziomie i poczatkowo ich masy sa rowne, po 500 g kazda. (a) Znale#¢ polozenie srodka masy tych
cial. (b) Ciezarek o masie dwudziestu graméw przeniesiono z jednego ciala na drugie i uniemozliwiono
ruch tych cial. Znalez¢ teraz polozenie srodka masy. (c) W pewnej chwili ruch tych cial zostat umozli-
wiony. W tym przypadku opisa¢ ruch srodka masy oraz znalezé jego przyspieszenie.

Paragraf 9-4

19. Czlowiek o masie 100 kg, stojacy na powierzchni o bardzo matym tarciu, kopnat do przodu ka-
miefd o masie 0,1 kg, ktory lezal przy jego stopie, tak ze nadaje mu predko$¢ poczatkowa 10 m/s. Jaka
predkos¢ uzyska czlowiek wskutek tego kopniecia?

Odp.: 10-% m/s, do tyh.

20. Pistolet wystrzeliwuje dziesie¢ dwugramowych kul na sekunde z predkoscia 500 m/s. Kule zatrzy-
muja si¢ na sztywnej cianie. (a) Ile wynosi ped kazdej kuli? (b) Jaka jest jej energia kinetyczna? (c) Jaka
przecigtng sile wywieraja kule na $ciang?

21. Karabin maszynowy strzela pociskami o masach réwnych 50 g, nadajac im predkosé 1000 m/s.
Strzelec trzymajacy karabin maszynowy jest w stanie zrownowazy¢ $rednig sile oddzialywania, nie wieksza
od 180 N. Okresli¢ maksymalna liczbe pociskow, jaka moze by¢ wystrzelona w ciagu minuty.

Odp.: 220 pociskow na minute.

22. Bardzo gietki, jednorodny laficuch o masie M i dlugosci L zawieszony jednym konicem, zwisa
pionowo w d6t, a drugim koricem dotyka powierzchni stolu. Gérny koniec zostal nagle puszczony i laficuch
spadi na stot formujac mata gorke. Kazde ogniwo laicucha zatrzymalo si¢ calkowicie w momencie ude-
rzenia w stol. ZnaleZ¢ sile wywierana przez stot na laficuch w dowolnym momencie, jako funkcje cigzaru
laricucha znajdujacego si¢ w danym momencie juz na stole.
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Paragraf 9-5

23. Cialo o masie 8,0 kg, nie bedace pod wpiywem dzialania sily zewnetrznej, przemieszcza si¢ z pred-
kodcig 2,0 m/s. W pewnej chwili nastepuje wewnetrzna eksplozja powodujaca peknigcie tego ciala na dwie
czeéci, kazda o masie 4,0 kg. W wyniku eksplozji uklad, kt6ry stanowia te dwie czesci, otrzymuje energig
kinetyczna ruchu postgpowego, réwng 16 J. Przy zaloZeniu, ze Zadna czg$¢ nie opuszcza linii pierwotnego
ruchu, znalezé predkoéé i kierunek ruchu kazdej z nich.

Odp.: Jedna czei¢ zatrzymuje sie catkowicie, druga porusza si¢ w dalszym ciagu z predkoscia 4 m/s.

24. Ostatni stopien rakiety porusza si¢ z predkoscia 7500 m/s. Jest on ztozony z dwéch czesci spietych
razem klamra, a mianowicie: z ostony o masie 290 kg i kabiny z ci¢zarem uZytecznym o lacznej masie
150 kg. W chwili otworzenia si¢ klamry $ci$nigta sprezyna powoduje rozdzielenie obydwu czesci z predkoscig
wzgledna 910 m/s. (a) Jakie predkosci maja obydwie czgsci po ich rozdzieleniu? (b) Znalezé catkowity
energie kinetyczna obydwu czgsci przed i po ich rozdzieleniu oraz wytlumaczy¢ réznice miedzy nimi, jezeli
taka réznica istnieje.

25. Jadro pierwiastka promieniotworczego, bedace poczatkowo w spoczynku, ulega rozpadowi emi-
tujac elektron i neutrino w kierunkach prostopadiych wzgledem siebie. Pedy elektronu i neutrina wynoszg
odpowiednio 1,2- 1022 kg m/si 6,4+ 10~23 kg m/s. (a) Jaki jest kierunek i warto$é pedu jadra odrzutu?
(b) Jaka jest energia kinetyczna tego jadra, jezeli ma ono masg¢ 5,8-10~2¢ kg?

Odp.: (a) 1,4-10~22 kg-m/s, pod katem 150° do toru elektronu i 120° do toru neutronu; (b)
1eV.

26. W kazdej minucie specjalny karabin maszynowy le$niczego wystrzeliwuje 220 dziesieciogramowych
gumowych pociskéw z predkoécia przy wylocie lufy wynoszaca 1200 m/s. Ile pocisk6w nalezy wystrzelié
do zwierzecia (85 kg) zmierzajacego w strong straznika z predkoscia 4 m/s, aby je zatrzymad? (Przyjaé,
ze pociski poruszaja si¢ po torze poziomym i upadaja na ziemig, po uderzeniu w cel).

27. Naczynie, bedace w spoczynku, nagle wybucha rozpadajac si¢ na trzy czesci. Dwie cze$ci o roéznych
masach zostaly wyrzucone w kierunkach prostopadlych wzgledem siebie, z predkosciami po 30 m/s kazda.
Trzecia cze¢$é ma masg trzykrotnie wicksza od masy kazdej z pozostatych czeéci. Jaki jest kierunek i warto§¢
predkoéci trzeciej czgéci bezposrednio po wybuchu?

Odp.: 14 m/s, pod katem 135° do kazdej z dwu pozostalych czgsci.

28. Pocisk zostal wystrzelony z dziala pod katem 60° do poziomu, z predkoscia przy wylocie rowng
500 m/s. U wylotu lufy pocisk rozrywa si¢ na dwie czesci o rownych masach. Jedna czes$é, ktorej predkosé
poczatkowa natychmiast po rozerwaniu wynosi zero, spada pionowo w do6l. Jak daleko od dziala spadnie
druga czgé¢ pocisku przy zalozeniu, Ze teren jest plaski?

29. Cialo o masie m spoczywa na réowni pochylej o masie M, ktora z kolei spoczywa na poziomym
stole, patrz rys. 9-19. Wszystkie powierzchnie sa doskonale gladkie. Uklad ten rozpoczyna ruch ze stanu
spoczynku, gdy punkt P ciala znajduje si¢ na wysokosci & ponad stotem. ZnaleZé predkos$é réwni w chwili,
gdy punkt P dotknie stolu.

2m2ghcos2a
(M+m)(M+ msin?a)

Odp.:

Rys. 9-19. Zadanie 29

30. (a) Udowodnié, ze predkos¢ rakiety jest rowna predkosci wyrzucanych gazow, gdy stosunek M,/M
jest rébwny e (okolo 2,7). Okresli¢ réwniez uklad wspotrzednych, w ktorym jest to prawdziwe. (b) Udo-
wodnié, ze predko$¢ rakiety jest dwukrotnie wigksza od predkosci wyrzucanych gazow, gdy stosunek My/M
jest réwny e? (okolo 7,4).

31. Rakieta oddala si¢ od Ukladu Slonecznego z predkoscia 6+ 10* m/s. Rakieta odstrzeliwuje swéj
silnik, ktéry wyrzuca gazy spalinowe ze wzgledna predkoscia 3 - 10® m/s. Masa rakiety wynosi w tym mo-
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mencie 4+ 10* kg, a jej przyspieszenie 2 m/s2. (a) Jaka jest predko$¢ gazow spalinowych wzgledem Ukladu
Slonecznego? (b) W jakim tempie byly wyrzucane gazy podczas wystrzelenia silnika?

Odp.: (a) 3:10% m/s; (b) 27 kgJs.

32. Powszechnie stosowane paliwo rakietowe, nafta i ciekly tlen, jest zdolne dawa¢ predko§¢ wyrzu-
canych gazOw vwsg rowna okolo 2438 m/s. (a) Pomina¢ cigzar zbiornikéw paliwa, pomp itd. i obliczyé,
ile kilogramow paliwa potrzeba na kazdy kilogram ladunku, aby rakieta startujaca ze stanu spoczynku
mogta osiagnaé predkos¢ 12 km/s (predkos¢ ucieczki z Ziemi jest nieco wigksza od 11 kmy/s). (b) W przy-
padku Marinera (pojazd kosmiczny wystany w kierunku Marsa) masa poczatkowa wynosila okolo
90000 kg, a masa ladunku okoto 225 kg; stosunek paliwa do ladunku byt réwny 400:1. Jaka predkoéé
koficowa moze w tych warunkach osiagna¢ rakieta startujaca ze stanu spoczynku? (c) Rzeczywista predkosé
koficowa rakiety wynosita okolo 24 km/s, a wiec byla znacznie wigksza od wartosci obliczonej w (b).
Wyjasnié, biorac pod uwage, ze musza by¢ uwzglednione sily zewnetrzne i cigzar, pominiete w (a),
Ze rakieta wykorzystuje pewna liczbg stopni i Ze w ukladzie odniesienia, zwiazanym ze Stoficem, predkosé
poczatkowa rakiety jest rowna predkosci powierzchni Ziemi.

33. Rakieta o masie 6000 kg jest ustawiona do startu pionowego. Predkoéé wyrzucanego gazu wynosi
1000 m/s. Jaka ilo§¢ gazu musi by¢ wyrzucana w ciagu sekundy, aby uzyska¢ sil¢ ciagu potrzebng do: (a)
zréwnowazenia cigzaru rakiety; (b) nadania rakiecie poczatkowego przyspieszenia skierowanego ku gorze;
o wartosci 20 m/s??

Odp.: (a) 59 kg/s; (b) 180 kg/s.

34, Rozwazy¢ punkt materialny, na ktéry dziala sita o kierunku zgodnym z kierunkiem predkosci
tego punktu.

(a) Postugujac si¢ relatywistyczna zaleznoscia F = d(mv)/dt udowodnié, ze

Fds = mvdv+v3dm,
gdzie ds jest nieskoficzenie malym przemieszczeniem. (b) Postugujac si¢ relatywistyczna zaleznoscia
v? = (1—md/m?)c?, udowodnié, ze
mjc?
m2

dm.

myvdov =

(c) Do wyrazenia (a) podstawi¢ zalezno$¢ na mvdv i v? oraz udowodnié, ze
’ W = | Fds = (m—mg)c*.

35. Na prostych, poziomych szynach stoi platforma kolejowa o cigzarze W mogaca toczyé si¢ po nich
bez tarcia. Poczatkowo na platformie, poruszajacej si¢ w lewo z predkoscia v,, stoi czlowiek o cigzarze w.
O jaka warto$¢ zmieni si¢ predko$é platformy, jezeli czlowiek zacznie biec w prawo (rys. 9-20) i uzyska
na koficu platformy, przed zeskoczeniem z niej, predko$é wzgledem platformy réwna Uweg?

Odp.: WUwzg[(W+w).

Rys. 9-20. Zadanie 35

36. Przypusémy, ze platforma, o ktérej mowa w zadaniu 35 znajduje si¢ poczatkowo w spoczynku
oraz ze jest na niej n os6b, kazda o cigzarze w. W ktérym z dwéch przypadkéw platforma uzyskuje wicksza
predko$é: czy wtedy, gdy kazdy cztowiek biegnie kolejno z predkoscia wzgledna v,.4 i zeskakuje na koficu
platformy, czy wtedy, gdy wszyscy biegna i zeskakujq jednocze$nie?

37. Sanki wazace 12 kg i zaladowane 80 kg piasku zjezdzaja w d6t oblodzonego wzniesienia o dh-
gosci 300 m, nachylonego pod katem 30° do poziomu. Sanki maja dziurg, przez ktéra piasek wysy-
puje si¢ w iloéci 5 kg/s. Po jakim czasie sanki zjada na d61?

Odp.: 6,1 s.

38. Dwie dlugie barki plyna w tym samym kierunku w stojacym zbiorniku wodnym, jedna z predkoscia
10 km/h, druga 20 km/h. W czasie gdy si¢ mijaja, wegiel znajdujacy si¢ na barce poruszajacej si¢ wolniej
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zostaje przerzucony lopatami na barke poruszajaca si¢ szybciej. Ile dodatkowej sily musza dostarczy¢ sil-
niki kazdej z barek, jezeli zadna nie zmieni predkosci? Przyja¢, e przerzucanie odbywa si¢ zawsze dokladnie
w bok i ze sily tarcia migdzy barkami a wodg nie zaleza od cigzaru tych barek.

39. Samolot odrzutowy porusza si¢ z predkoscia 180 m/s. W czasie kazdej sekundy silnik samolotu
wciaga 68 m® powietrza o masie 70 kg i w czasie kazdej sekundy powietrze to jest zuzyte do spalania
2,9 kg paliwa. Energia wydzielana przy spalaniu powoduje sprezenie produktoéw spalania i wyrzucenie ich
z predkoscia poczatkowa 490 m/s wzgledem samolotu przez dysz¢ umieszczona z tylu samolotu. Znalezt
(a) sile ciagu silnika odrzutowego i (b) wydzielona przez niego moc.

Odp.: (a) 2,3:10* N; (b) 4,1-10° W.

40. Wagon towarowy bez dachu, o masie 10 t, porusza si¢ ze znikomym tarciem po torze poziomym
z predkoscia 0,6 m/s. W pewnej chwili rozpoczyna si¢ ulewa; krople padaja prostopadle w d6l. Jaka jest
predkoé¢ wagonu w chwili, gdy nagromadzito si¢ w nim 0,5 t wody. Czy aby rozwiazaé zadanie, trzeba
przyja¢ jakie§ dodatkowe zalozenia, a jezeli tak, to jakie?

41. Gietki, nierozciagliwy sznur o dtugosci / zostat przewleczony przez gladka tube, w ktorej moze sie
luzno przesuwaé. Tuba jest zgi¢ta pod katem prostym i umie$zczona w plaszczyZnie pionowej w ten sposéb,
ze jedno ramig jest w pozycji pionowej, a drugie poziomej. Na poczatku, w chwili # = 0, czgéé sznura o dhu-
gosci yo zwisa w d6l z pionowego ramienia. Sznur zostal puszczony wolno i poczat wyslizgiwaé sig z tuby
tak, ze w dowolnej nastepnej chwili 7 bedzie poruszat si¢ z predkoscia dy/dr, gdzie y(¢) jest dlugoscia
czeéci sznura, ktora wowczas bedzie zwisala pionowo. (a) Pokazaé, stosujac zagadnienie zmiennej masy, ze
Vezgt = 0 i rownanie ruchu ma posta¢ mdv/d¢ = Fy.w. (b) Pokaza¢, ze w tym przypadku rownanie ruchu
jest nastepujace: d2y/dr? = gy. (c) Pokaza¢, ze zachowanie energii mechanicznej prowadzi do (dy/dr)?—
—gy? = const i ze jest zgodne z (b). (d) Wykaza¢,ze y = (yo IZ)(e'/’/' ¢ +e-l/g—/l‘) jest rozwiazaniem réwna-
nia ruchu (podstawiajac w (b)) i omowi¢ to rozwiazanie.



