24 Prawo
Gaussa

Wspaniale wyglgdajgce btyskawice nad miastem podczas kazdego uderzenia pioruna wysytajq

okoto 1029 elektronéw

z chmury do ziemi.

Jak szeroka jest btyskawica?
Skoro btyskawice mozna
obserwowac¢ nawet

z odlegtosci kilku kilometréw,
to czy szerokosc jej jest
réwna na przyktad szerokosci

samochodu?

Odpowiedz znajdziesz w tym rozdziale.
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24.1. Nowe spojrzenie na prawo Coulomba

Srodek masy ziemniaka mozna wyznaczyé¢ doswiadczalnie lub wykonujac Zzmud-
ne obliczenia, zawierajagce numeryczne obliczenie catki potrdjnej. Jesli jednak
ziemniak bylby jednorodna elipsoida, to biorgc pod uwage jej symetrie, bez zad-
nych obliczen potrafimy okresli¢é dokladnie, gdzie jest $rodek masy. Takie korzy-
$ci wynikaja z symetrii. Symetria pojawia si¢ we wszystkich dziatach fizyki; gdy
tylko jest to mozliwe, warto przeksztalci¢ prawa fizyki do postaci, ktéra w pelni
pozwoli wykorzystaé ten fakt.

Prawo Coulomba jest podstawowym prawem elektrostatyki, ale nie jest wyra-
Zone w postaci, ktéra pozwalataby w prostszy spos6b wykonaé obliczenia w przy-
padku wystepowania symetrii. W tym rozdziale poznasz nowe sformutowanie
prawa Coulomba, wyprowadzone przez niemieckiego matematyka i fizyka Carla
Friedricha Gaussa (1777-1855). Tego prawa, zwanego prawem Gaussa, mozna
uzy¢ do uwzglednienia szczegdlnej symetrii w rozwazanym zagadnieniu. Dla
zagadnieni elektrostatyki jest ono w pelni réwnowazne prawu Coulomba; ktére
z nich wybierzemy, zalezy tylko od rozwazanego zagadnienia.

Dla prawa Gaussa istotne jest wprowadzenie umownej zamknigtej powierz-
chni, zwanej powierzchnia Gaussa. Moze mieé¢ ona dowolny ksztalt, ale naj-
bardziej uzyteczny jest wybor powierzchni nasladujacej symetri¢ rozwazanego
zagadnienia. Dlatego powierzchnia Gaussa bedzie czesto sfera, powierzchnig
walcowa lub powierzchnig innej symetrycznej bryly. Musi by¢ ona zawsze po-
wierzchnia zamknietq, tak aby mozna bylo wyraznie rozrézni¢ punkty wewnatrz
powierzchni, na powierzchni i na zewnatrz powierzchni.

Wyobraz sobie, ze wybrali§my powierzchni¢ Gaussa wokot rozkladu fadun-
kéw. Wtedy wkracza prawo Gaussa:

) Prawo Gaussa okrefla zwigzek miedzy natezeniem pola elektrycznego w punktach na
(zamknietej) powierzchni Gaussa i catkowitym 1adunkiem objetym. ta powierzchnia:

Na rysunku 24.1 przedstawiono prosta sytuacj¢, w ktdrej powierzchnia
. Gaussa jest sferg. Zalézmy, ze w kazdym punkcie powierzchni jest okre§lone
natezenie pola elektrycznego i Ze wszystkie wektory natgzenia maja taka sama
warto$C i sa skierowane radialnie na zewnatrz. Nie wiedzac nic o prawie Gaussa,
mozemy si¢ domyslaé, ze powierzchnia Gaussa musi wtedy obejmowaé pewien
wypadkowy tadunek dodatni. Jesli znamy prawo Gaussa, to mozemy obliczyé
wypadkowy tadunek dodatni, objety przez powierzchni¢ Gaussa. Aby wykonad
obliczenie, wystarczy tylko wiedzieé, ,.ile” pola elektrycznego przenika przez
powierzchnie — miarg tego ,.ile” jest strumieri pola elektrycznego, przenikajacy
przez powierzchnie.

24.2. Strumien

Zalézmy, ze przez mata kwadratowa ramke o polu powierzchni S przeptywa sze-
roki strumieri powietrza o statej predkosci ¥ (rys. 24.2a). Oznaczmy przez & szyb-
kos$¢ przeplywu przez powierzchnig, czyli objeto$¢ powietrza, przeptywajacego

sferyczna
powierzchnia
Gaussa

Rys. 24.1. Sferyczna powierzchnia
Gaussa. Je§li wektory natgZenia pola
elektrycznego maja jednakowa warto§é
i sa skierowane na zewnatrz we wszyst-
kich punktach powierzchni, to mozna
wnioskowaé, ze wewnatrz powierzchni
znajduje si¢ wypadkowy dodatni rozklad
fadunku, ktéry ma symetrie sferyczna
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Rys. 24.2. a) Jednorodny strumiefi
powietrza o predkosci U jest pro-
stopadty do plaszczyzny kwadrato-
wej ramki o polu powierzchni S.
b) Sktadowa predkosci ¥ prostopa-
dia do plaszczyzny ramki jest réwna
vcos@, gdzie @ jest katem miedzy v
i normalng (prostopadla) do plaszczy-
zny. ¢) Wektor powierzchni S jest pro-
stopadty do plaszczyzny ramki i two-
rzy kat @ z 1. d) Pole predkoéci na
powierzchni ramki.
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przeplyw
powietrza

B _—

a) b) c) d)

przez ramk¢ w jednostce czasu. Szybko$¢ przeptywu zalezy od kata migdzy
wektorem v i plaszczyzna ramki. Jesli predkosé ¥ jest prostopadia do ptaszezyzny,
to szybko$¢ przeptywu @ jest réwna vS.

Jesli predkosé v jest rtéwnolegta do ptaszczyzny ramki, to powietrze weale nie
przechodzi przez ramke i @ jest rtéwna zeru. Dla posredniego kata 6 szybko$¢ @
zalezy od sktadowej predkoéci ¥, prostopadiej do plaszczyzny ramki (rys. 24.2b).
Sktadowa ta jest réwna v cos 8, a wigc szybko$¢ przeplywu przez powierzchnie
Wynosi:

@ = (vcosh)S. 24.1)

Ta szybkos§é przeptywu przez powierzchnie jest przykladem strumienia — tu-
taj strumienia objetoSciowego. Zanim przedyskutujemy strumiefi wystepujacy
w elektrostatyce, napiszemy wzér (24.1), korzystajac z wektoréw.

W tym celu zdefiniujmy najpierw wektor powierzchni S jako wektor, ktérego
warto$¢ jest réwna polu powierzchni (tu polu powierzchni ograniczonej ramka)
i ktéry jest skierowany prostopadle do powierzchni (rys. 24.2c). Mozemy wiedy
napisaé wzoér (24.1) jako iloczyn skalarny wektora predkosci v strumienia powie-
trza i wektora powierzchni S ograniczonej ramka;

& =vScosf =70-9, (24.2)

gdzie 0 jest katem miedzy wektorami ¥ i S.

Nazwa ,strumiefi’, kojarzy si¢ z ,,plynieciem”. Takie okreslenie jest cal-
kiem naturalne, gdy méwimy o przeplywie objetosci powietrza przez ramke.
Wz6r (24.2) mozna jednak traktowac bardziej abstrakcyjnie. Zauwaz, ze kazdemu
punktowi strumienia powietrza, przechodzacego przez ramke, mozemy przypisaé
wektor predkosci (rys. 24.2d). Zbidér wszystkich takich wektoréw tworzy pole
predkosci 1 wzér (24.2) mozemy interpretowaé, jako okrelenie strumienia pola
predkosci przez ramke. Przy tej interpretacji strumieri nie oznacza, ze co$ prze-
chodzi przez t¢ powierzchni¢ — oznacza wlasciwie iloczyn pola powierzchni
i pola pewnej wiclkosci, okre§lonej na tej powierzchni.

24.3. Strumien pola elekirycznego

W celu zdefiniowania strumienia pola elektrycznego rozwazmy rysunek 24.3,
na ktérym przedstawiono pewna dowolna (asymetryczng) powierzchni¢ Gaussa



w niejednorodnym polu elektrycznym. Podzielmy powierzchni¢ na mate kwadraty
o polu powierzchni AS, wybierajac kazdy kwadrat na tyle maty, aby mozna byto
zaniedbac jego krzywizne i rozwazaé poszczegdlne kwadraty jako plaskie. Kazdy
taki element powierzchni bedziemy opisywaé wektorem powierzchni AS , ktérego
warto$¢ jest réwna polu powierzchni AS i ktdry jest skierowany prostopadle do
powierzchni Gaussa, na zewnatrz tej powierzchni.

Wybraliémy dowolnie male kwadraty, wi¢c natgzenie pola elektrycznego mo-
7zemy uwazaé za stale na powierzchni danego kwadratu. Wekiory AS i E dla
kazdego kwadratu tworzg ze soba pewien kat 6. Na rysunku 24.3 pokazano w po-
wickszeniu trzy kwadraty (1, 2 i 3) na powierzchni Gaussa i kat 0 dla kazdego
z nich.

Zaczniemy od wstepnej definicji strumienia pola elektrycznego dla powierz-
chni Gaussa z rysunku 24.3:

&= E-AS. (24.3)
Ze wzoru tego wynika, Ze musimy wziaé pod uwagg kazdy kwadrat na po-
wierzchni Gaussa, obliczy¢ iloczyn skalarny E-AS dwéch wektoréw E i AS tam
okreslonych i zsumowaé wyniki algebraicznie (czyli z uwzglednieniem znakow)
dla wszystkich kwadratéw, tworzacych powierzchni¢. Znak, jaki otrzymujemy
przy obliczaniu kazdego iloczynu skalarnego okresla, czy strumieti, przenikajacy
przez dany kwadrat jest dodatni, ujemny, czy zerowy. Kwadraty (jak np. 1), dla
ktérych natgzenie E jest skierowane do wngtrza powierzchni, dajq ujemny wklad
do sumy ze wzoru (24.3). Kwadraty (jak 2), dla ktérych wektor E lezy w plasz—
czyZnie kwadratu, dajg wkiad zerowy. Kwadraty (jak 3), dla ktSrych natgzenie E
jest skierowane na zewnatrz powierzchni, dajg wkiad dodatni.

Dokladng definicje strumienia pola elektrycznego, przenikajacego przez za-
mknieta powierzchnie otrzymujemy przez przejécie do coraz mniejszych pol po-
wierzchni kwadratéw (rys. 24.3), osiggajac w granicy dS. Wektory powierzchni
daza wtedy do rézniczek dS. Suma ze wzoru (24.3) staje si¢ catka i jako definicje
strumienia elektrycznego otrzymujemy:

D= % E-dS (strumiefi elektryczny przez powierzchni¢ Gaussa). (24.4)

Calke nalezy obliczy¢ po calej (zamknigtej) powierzchni (co zaznaczamy ko-
leczkiem na calce). Strumieni pola elektrycznego jest skalarem i jego jednostkg
w ukladzie SI jest niuton razy metr kwadratowy na kulomb (N - m?/C).

Wzér (24.4) mozemy zinterpretowaé nastepujaco: przypomnij sobie, ze ge-
sto$¢ linii pola elektrycznego przechodzacych przez powierzchnig jest proporcjo-
nalna do natgzenia pola E na powierzchni. Oznacza to, Ze warto$¢ E jest propor-
cjonalna do hczby linii pola elekirycznego na jednostke powierzchni. Stad iloczyn
skalarny E - dS we wzorze (24.4) jest proporCJonalny do liczby linii pola elek-
trycznego, przechodzacych przez powierzchnig dS. Catkowanie we wzorze (24.4)
odbywa sie po powierzchni Gaussa, ktéra jest zamknigta, a wigc widzimy, Ze:

Strumieri elektryczny @ przenikajacy przez powierzchnig Gaussa jest proporcjonalny
do catkowitej liczby linii pola elekirycznego, przechodzacych przez te powierzchnig.

powierzchnia
Gaussa

=0

Rys. 24.3. Powierzchnia Gaussa dowol-
nego ksztattu, znajdujaca sig¢ w polu
elektrycznym. Powierzchnia jest podzie-
lona na male kwadraty o polu po-
wierzchni AS Pokazano wektory nate-
Zenia pola Ei wektory powierzchni AS
dla trzech przyktadowych kwadratéw,
oznaczonych 1,213
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Przyktad 24.1

Na rysunku 24.4 przedstawiono powierzchni¢ Gaussa w postaci
powierzchni walca o promieniu R, umieszczonego w jednorodnym
polu elektrycznym o natezeniu E, przy czym of walca jest réw-
nolegla do kierunku natezZenia pola. Ile wynosi strumiei @ pola
elektrycznego, przenikajacego przez t¢ zamknigta powierzchnig?

powierzchnia
Gaussa

E
—

W‘LX”

s’

Rys. 24.4. Przyktad 24.1. Walcowa powierzchnia Gaussa, za-
mknieta przez denka, znajduje si¢ w jednorodnym polu elektrycz-
nym. O§ walca jest réwnolegla do kierunku nat¢zenia pola

ROZWIAZANIE:

Q- Strumien elektryczny przez powierzchni¢ mozemy znale7¢
przez scatkowanie iloczynu skalarnego E-dS po powierzchni
Gaussa. Mozemy to zrobié, przedstawiajac strumiefl jako sume
trzech catek: po lewym denku a, po powierzchni bocznej walca
b i po prawym denku c. Ze wzoru (24.4) mamy wigc:

¢=%E‘d§:‘/f€~d§+[§-d3‘+/1§-d§.
a b c

Dla wszystkich punktéw na lewym denku kat 6 migdzy EidS
wynosi 180° i warto§¢ E nat¢zenia pola jest stala. Stad:

/E A3 = / E(cos 180°)dS = —E/dS = —ES,

(24.5)

VSP RAWDZIAN 1: pPrzedstawiona na rysunku powierzch-

gdzie [ dS daje pole powierzchni denka § (= wR?). Podobnie dla
prawego denka, gdzie dla wszystkich punktéw 6 = 0°, mamy:

/E .d$ = / E(cos0°)dS = ES.

Na koniec, dla powierzchni bocznej walca, gdzie we wszystkich
punktach kat 6 = 90°, mamy:

/75 A8 = /E(cos90°)dS =0.
b

Podstawiajac te wyniki do wzoru (24.5), otrzymujemy ostatecznie:

P =—ES+O0+ES=0. (odpowied?)

Wynik ten raczej nie zaskakuje, gdyz wszystkie linie pola, ktére
reprezentuja pole elektryczne, calkowicie przechodza przez po-
wierzchni¢ Gaussa i daja wypadkowy strumiefi réwny zeru, bo
wchodzg przez lewe denko i wychodza przez prawe.

nia Gaussa, w postaci powierzchni szefcianu o polu po-
wierzchni §ciany S, jest umiesz-
czona w jednorodnym polu elek-
trycznym o natezeniu E, ktore jest
skierowane w dodatnim kierunku
osi z. WyraZz przez E i § stru-
miefi pola elektrycznego przenika-
jacy przez: a) przednig $ciang (le-
zacq w plaszczyznie xy), b) tylng
§ciang, c) gbérng S$ciang, d) po-
wierzchni¢ calego szedcianu.

Przyktad 24.2

Niejednorodne pole elektryczne o natgzeniu E= 3x§+4j przenika
przez szeScienng powierzchni¢ Gaussa, przedstawiong na rys. 24.5
(E jest wyrazone w niutonach na kulomb, a x w metrach). Ob-
licz strumiefi elektryczny, przenikajacy przez prawg §ciang, lewa
§ciang i gérng Sciane szeScianu.

ROZWIAZANIE:

Q==y Strumieni elektryczny @ przez powierzchni¢ mozemy obli-
czyé, catkujac iloczyn skalarny E-dS Po kazdej ze Scian.

Prawa $ciana: Wektor powierzchni S jest zawsze prostopadty
do powierzchni i skierowany na zewnatrz powierzchni Gaussa.
Stad wektor dS dla prawej Sciany szeScianu musi byé skierowany
w kierunku dodatnim osi x. Zapisujac to za pomocg wektoréw
jednostkowych mamy wigc:

ds = dsi.
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Ze wzoru (24.4) strumienn @p, przenikajacy przez prawa Sciang
wynosi wigc:

o, = / E.d8
- / Gxi+4)) - @s)

- [ [3x) - @S -1+ @ds)] -]

= /(Bde—H)) :3/de.

Aby obliczy¢ catke po prawej $cianie, skorzystajmy z faktu, ze x
ma takg samg warto§¢ x = 3 m na calej §cianie. Mozemy wigc
podstawi¢ te stalg warto$¢ za x i otrzymamy:

¢p=3/3dS=9/dS.

:



Teraz catka daje nam po prostu pole powierzchni S = 4 m? dla
prawej Sciany i ostatecznie:

@, =(9ON/C)(4 m?) = 36 N-m?/C. (odpowied?)

Lewa Sciana: Procedura obliczania strumienia, przenikaja-
cego przez lewg Sciane jest taka sama, jak dla prawej $ciany.
Jednak dwa czynniki ulegajg zmianie. 1) Wektor powierzchni s
jest skierowany w kierunku ujemnym osi x i stad d$ = —dsi.
2) W naszej calce znéw wystepuje czynnik x, ktéry ponownie
jest staly na rozwazanej §cianie. Obecnie, na lewej Scianie mamy
jednak x = 1 m. Po uwzglednieniu tych dwéch zmian strumien
&, przez lewg $ciang wynosi

=—12N-m?/C. (odpowiedz)

Gorna Sciana: Wektor pow1erzchm das jest skierowany w do-
datnim kierunku osi y i stad as = dS] Strumieni @, przenikajacy
przez gérna $ciang wynosi wigc:

@, = / Gxi+4)) -dSj = / [(3x) - (dS)i -]+ @ES) -] -]

= /(0+ 4dS) = 4/dS =16 N-m?/C. (odpowiedZ)

y

powierzchnia
Gaussa

L x

Rys. 24.5. Przykiad 24.2. Powierzchnia Gaussa w postaci po-
wierzchni szeScianu o jednej krawedzi na osi x znajduje si¢ w nie-
jednorodnym polu elektrycznym

24.4. Prawo Gaussa

Prawo Gaussa opisuje zwigzek miedzy strumieniem @ pola elektrycznego,
przenikajacym przez zamknigta powierzchnie (powierzchni¢ Gaussa) i catko-
witym ladunkiem gyewn, Zawartym wewngtrz tej powierzchni. Zgodnie z tym

prawem:

0P = Gwewn (prawo Gaussa).

(24.6)

Po podstawieniu wzoru (24.4) definiujgcego strumiefi, prawo Gaussa mozemy

takze zapisaé w postaci:

&y % E. ds = Gwewn (prawo Gaussa).

(24.7)

Wzory (24.6) i (24.7) sa stuszne tylko wtedy, gdy tadunek znajduje si¢ w prézni
lub (co jest praktycznie tym samym) w powietrzu, W paragrafie 26.8 zmodyfi-
kujemy prawo Gaussa, aby uwzglednié sytuacje, gdy rozwazamy takie materialy,

jak: mika, olej czy szklo.

We wzorach (24.6) i (24.7) tadunek gyewn jest algebraiczng suma wszystkich
dodatnich i ujemnych tadunkéw zawartych wewnatrz tej powierzchni i moze byé
dodatni, ujemny lub zerowy. Uwzgledniamy znak tadunku, zamiast uzywaé tyiko
jego bezwzglednej wartodci, poniewaz znak zawiera istotng informacje o wy-
padkowym strumieniu przenikajgcym przez powierzchnie Gaussa. Jesli fadunek
Gwewn jest dodatni, to przewaza strumiei na zewngtrz; je§li ladunek gwewn jest

ujemny, to przewaza strumiefi do wewngtrz.
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Rys. 24.6. Dwa fadunki punktowe o jed-
nakowej wartosci, ale o przeciwnym
znaku i linie pola, reprezentujace wy-
padkowe natgzenie Wytworzonego przez
nie pola elektrycznego. Pokazano prze-
kr6j czterech powierzchni Gaussa. Po-
wierzchnia S; otacza ladunek dodatni.
Powierzchnia S, otacza ladunek ujemny.
Powierzchnia S3 nie otacza zadnego la-
dunku. Powierzchnia S4 otacza obydwa
fadunki. Calkowity ladunek jest réwny
zeru

52 24. Prawo Gaussa

Fadunek na zewnatrz powierzchni, bez wzgledu na to, jak jest duzy lub jak
blisko si¢ znajduje, nie jest wlaczony do czlonu gwewn W prawie Gaussa. Do-
kiadna postaé rozktadu, czyli potozenie tadunkéw wewnatrz powierzchni Gaussa
takze nie odgrywa roli; istotne po prawej stronie wzoru (24.7) sg tylko wartos¢
i znak wypadkowego tadunku, otoczonego powierzchnig Gaussa. Wielko$¢ E po
lewej stronie wzoru (24.7) jest jednak natezeniem pola elektrycznego, wytworzo-
nego przez wszystkie tadunki zaréwno wewnatrz, jak i na zewnatrz powierzchni
Gaussa. Moze sie wydawaé, ze to jest niekonsekwencja, ale przypomnij sobie
wynik z przykladu 24.1: pole elektryczne, wytworzone przez ladunki na ze-
whnatrz powierzchni Gaussa daje zerowy wypadkowy strumiefi przenikajacy przez
te powierzchnig, bo tyle samo linii pola wytworzonego przez te fadunki pada na
powierzchnig¢, co ja opuszcza.

Zastosujmy te idee do rysunku 24.6, na ktérym przedstawiono linie pola
elektrycznego, wytworzonego przez dwa tadunki punktowe o jednakowych war-
toSciach, ale o przeciwnych znakach. Przedstawiono takze w przekroju cztery
powierzchnie Gaussa. Rozwazmy po kolei kazdg z nich.

Powierzchnia S;. We wszystkich punktach na tej powierzchni linie pola elek-
trycznego wychodza na zewnatrz. Stad strumiefi pola elektrycznego przeni-
kajacy przez te powierzchnig¢ jest dodatni, dodatni jest tez catkowity tadunek
wewnatrz powierzchni, jak wymaga tego prawo Gaussa. (Zgodnie ze wzorem
(24.6), jesli strumien @ jest dodatni, to taki musi by¢ tez tadunek guewn)-

Powierzchnia S,. We wszystkich punktach na tej powierzchni linie pola elek-
trycznego wchodza do wnetrza. Stad strumien pola elektrycznego jest ujemny
i taki jest tez caltkowity ladunek wewnatrz powierzchni, jak wymaga tego
prawo Gaussa.

Powierzchnia S;. Ta powierzchnia nie otacza zadnego fadunku i stad gyewn = 0.
Prawo Gaussa (wz6ér (24.6)) wymaga, aby wypadkowy strumiefi pola elek-
trycznego przez tg powierzchnig byt réwny zeru. Jest tak rzeczywiscie, bo
wszystkie linie pola przechodza catkowicie przez powierzchnig, wchodzac
u goéry i wychodzac na dole.

Powierzchnia S;. Catkowity tadunek wewnatrz tej powierzchni jest réwny zeru,
bo otaczane tadunki, dodatni i ujemny, maja jednakowe wartosci. Prawo
Gaussa wymaga, aby wypadkowy strumieri pola elektrycznego przez t¢ po-
wierzchni¢ byt réwny zeru. Jest tak rzeczywiscie, bo tyle samo linii opuszcza
powierzchni¢ Sy, co na nig pada.

Co si¢ stanie, gdy w poblizu powierzchni S4 z rysunku 24.6 umieScimy na ze-
wnatrz niej ogromny tadunek Q? Rozkiad linii pola z pewno$cig si¢ zmieni,
ale wypadkowy strumieri dla kazdej z czterech powierzchni Gaussa nie ulegnie
zmianie. Jest to zrozumiale, bo linie pola zwigzane z dodanym fadunkiem Q
beda catkowicie przechodzily przez kaida z czterech powierzchni Gaussa, nie
dajagc wkiadu do wypadkowego strumienia przez kazda z nich. Warto§¢ Q nie
jest uwzgledniona w prawie Gaussa, bo Q lezy na zewnatrz wszystkich czterech
rozwazanych powierzchni Gaussa.



VSPRAWDZM\N 2: Na rysunku przedstawiono trzy sytuacje, w ktorych szeScienna
powierzchnia Gaussa znajduje si¢ w polu elektrycznym. Strzatki i liczby wskazujg kierunki
Enii pola i wartosci (w N-m?/C) strumienia, przenikajacego przez kazda ze $cian kazdego
szescianu. (Jasniejsze strzafki dotyczg §cian niewidocznych). W kt6rych sytuacjach sze$cian
otacza: a) dodatni fadunek wypadkowy, b) ujemny fadunek wypadkowy, ¢) zerowy tadunek
wypadkowy?

Przykiad 24.3

Na rysunku 24.7 przedstawiono pigé naladowanych kawatkéw pla- Znak minus wskazuje, Ze przewaza strumied, przenikajgcy przez
stiku i elektrycznie obojetna monete oraz zaznaczono przekrdj powierzchni¢ do wewnatrz, bo wypadkowy adunek objety po-
powierzchni Gaussa S. Jaki jest catkowity strumiefi elektryczny wierzchnia jest ujemny.

przez powierzchnig, je§lig; = g4 = +3,1nC, ¢; = g5 = —5,9nC
ig: = —3,1nC?

ROZWIAZANIE:

O—= Catkowity strumiefi @ przenikajacy przez powierzchnie za-
kezy od catkowitego tadunku gyewn, Objetego przez powierzchnie
5. Oznacza to, ze moneta oraz tadunki g4 i ¢s nie daja wkladu do
@. Moneta nie daje wkladu, poniewaz jest obojetna, czyli zawiera
ednakowe ilosci fadunku dodatniego i ujemnego. Ladunki ¢4 i g5
mic daja wkladu, poniewaz znajduja si¢ na zewngtrz powierzchni
§. Stad Gwewn = q1 + g2 + g3 1 wzor (24.6) daje nam
& — Gwewn - atag+qs

eo &0 Rys. 24.7. Przyklad 24.3. Pieé plastikowych natadowanych ciat
— +3,1-10°C-59-10°C-31-107°C i moneta o zerowym ladunku wypadkowym. Przedstawiono prze-
8,85-1072 C?2/(N - m?) kr6j powierzchni Gaussa, ktéra otacza trzy plastikowe ciata

= —670 N. m%/C. (odpowiedz) i monete

24.5. Prawo Gaussa a prawo Coulomba

Jesli prawo Gaussa i prawo Coulomba sg sobie réwnowaine, to powinni$my
méc wyprowadzi¢ jedno z drugiego. W tym paragrafie wyprowadzimy prawo
Coulomba z prawa Gaussa. Skorzystamy przy tym z pewnych wlasciwos$ci symetrii.

Na rysunku 24.8 przedstawiono dodatni tadunek punktowy g, wokdt kté-
rego narysowano sferyczng powierzchni¢ Gaussa o promieniu r. Podzielmy te
powierzchni¢ na nieskoficzenie mate obszary o polu powierzchni dS. Z definicji,

24.5. Prawo Gaussa a prawo Coulomba
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wektor powierzchni dS w dowolnym punkcie jest prostopadly do powierzchni
i skierowany na zewnatrz. Z Wlaéciwoéci symetrii wynika, ze w kazdym punkcie
natezenie pola elektrycznego E rowmez Jest prostopadte do powierzchni i skie-
rowane na zewnatrz. Kat 6 miedzy EidS jest réwny zeru, wigcc wzor (24.7)
mozemy zapisaé w postaci:

soyg E-dS =sof EdS = Guewn,

gdzie gwewn = g. Chociaz E zmienia si¢ radialnie wraz z odlegloscig od g, to

(24.8)

ma takg samg warto$¢ na calej powierzchni sferycznej. Calke we wzorze (24.8)

Rys. 24.8. Sferyczna powierzchnia
Gaussa, w ktérej §rodku znajduje si¢ w
fadunek punktowy g

trzeba obliczy¢ po tej powierzchni, a wigc nat¢zenie £ ma stalg warto§¢ przy
calkowaniu i mozna je wylaczy¢ przed znak cafki:

(24.9)

80E%ds=q.

Calka jest teraz tylko sumg po polach powierzchni dS elementéw sfery i jest
réwna polu powierzchni 47r2. Po podstawieniu tej wartosci otrzymujemy:

czyli

& FE - dnr? = q,

1 ¢q

= — . 24.10
4meg r? ( )

Jest to dokfadnie natezenie pola elektrycznego tadunku punktowego, znane nam
ze wzoru (23.3), ktéry otrzymali$my, uzywajac prawa Coulomba. Prawo Gaussa
jest wicc réwnowazne prawu Coulomba.

SPRAWDZIAN 3: Wypadkowy strumiefi elektryczny, przenikajacy przez sferyczng
powierzchni¢ Gaussa o promieniu r, otaczajaca odosobniona czastke natadowang wy-
nosi @y. Zalézmy, ze zamienili§my otaczajacg powierzchni¢ Gaussa na: a) wickszg sfere,
b) powierzchni¢ szescianu o dlugosci krawedzi réwnej r, ¢) powierzchni¢ sze$cianu o diu-
goSci krawedzi réwnej 2r. Czy wypadkowy strumieii elektryczny, przenikajacy przez
nowa powierzchni¢ Gaussa bedzie wigkszy, mniejszy, czy réwny @9 w kazdym z tych

przypadkow?

Sztuka rozwigzywania zadan

Porada 1: Wybdr powierzchni Gaussa

Wyprowadzenie wzoru (24.10) przy zastosowaniu prawa Gaussa
jest tylko ¢wiczeniem przed wyprowadzeniami nat¢zeni pél elek-
trycznych, wytwarzanych przez inne rozklady tadunku i dlatego
sprébujmy powtérzy¢ poszczegélne kroki. ZaczeliSmy od dodat-
niego fadunku punktowego g; wiemy, ze linie pola elektrycznego
wychodza radialnie z g w sposéb sferycznie symetryczny.

W celu wyznaczenia z prawa Gaussa (24.7) warto$ci E na-
tezenia pola elektrycznego w odleglosci r, musimy umiescié wy-
brang zamknigta powierzchni¢ Gaussa wokoé! g tak, aby przecho-
dzita przez punkt, znajdujacy si¢ w odleglosci r od Iadunku q.
Nastepnie nalezy zsumowaé przez catkowanie wartosci E-dS po
calej powierzchni Gaussa. Aby uczyni¢ t¢ catke mozliwie najprost-
sza, wybieramy sferyczna powierzchni¢ Gaussa (aby uwzglednié
sferyczng symetri¢ pola elektrycznego). Wybdr ten pozwala na
nastgpujace uproszczenia: 1) Iloczyn skalarny E - d$ staje si¢
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prosty do obliczenia, pomewaz we WSZyStleh punktach na po-
wierzchni Gaussa kat migdzy E i ds jest réwny zeru, czyli we
wszystkich punktach mamy E -d§ = Eds. 2) Warto$¢ natgzenia
pola elektrycznego E jest taka sama we wszystkich punktach sfe-
rycznej powierzchni Gaussa i dlatego warto§¢ E jest stala, czyli
przy catkowaniu mozna ja wynie§¢ przed znak catki. 3) W wy-
niku otrzymujemy bardzo prosta calke — sume pdl powierzchni
element6w sfery, ktéra mozemy zapisaé jako 4mr2.

Warto podkreslié, ze prawo Gaussa jest spetnione bez
wzgledu na ksztalt powierzchni Gaussa, jaka wybieramy wokoél
tadunku gyewn. JeSli jednak wybraliby§my, powiedzmy, szeScienng
powierzchni¢ Gaussa, to nie moglibySmy skorzystaé¢ z zadnego z
tych trzech uproszczeni i catka z E.dS po tej powierzchni bylaby
bardzo trudna do obliczenia. Wniosek jest taki, ze nalezy wybie-
raé powierzchni¢ Gaussa tak, aby catkowanie w prawie Gaussa
najbardziej si¢ upraszczato.

3




24.6. lzolowany przewodnik natadowany

Prawo Gaussa pozwala udowodnié wazne twierdzenie o izolowanych (odosobnio-
nych) przewodnikach:

) Jesli nadmiarowy tadunek zostaje umieszczony na izolowanym przewodniku, to ten
tadunek przesuwa si¢ calkowicie na powierzchnie przewodnika. We wnetrzu przewod-
nika nie ma zadnego nadmiarowego tadunku.

Fakt ten moze wydawa¢ si¢ naturalny, bo tadunki o tym samym znaku od-
pychaja si¢ wzajemnie. Mozna stad wywnioskowaé, ze przesuwajac si¢ do po-
wierzchni nadmiarowe fadunki oddalaja sie od siebie tak daleko, jak to jest tylko
mozliwe. Odwolamy si¢ do prawa Gaussa, aby sprawdzi¢ poprawnos¢ tego rozu-
mowania.

Na rysunku 24.9a przedstawiono w przekroju izolowany kawalek miedzi,
natadowany fadunkiem g i zawieszony na izolujacej nici. Powierzchnie Gaussa
amieszczamy wewnatrz powierzchni przewodnika.

Natezenie pola elektrycznego wewnatrz przewodnika musi by¢ réwne zeru.
Gdyby tak nie bylo, to na (swobodne) elektrony przewodnictwa, ktére zawsze
wystgpuja w przewodniku, dziatalyby sity i stad w przewodniku istniatby prad
elektryczny, czyli tadunek przeptywalby w przewodniku z miejsca na miejsce. powierzchnia

. . . e, . . . " Gaussa
W izolowanym przewodniku nie ma oczywidcie takich ciagle ptynacych pradéw a)
i dlatego natezZenie pol elektrycznych jest wewnatrz przewodnika zerowe.

powierzchnia
miedzi

(Wewngtrzne pole elektryczne wystgpuje w- przewodniku, gdy przewodnik
Jest tadowany. Jednak dodawany tadunek szybko rozmieszcza si¢ w ten sposéb,
ze wypadkowe natgzenie pola elektrycznego — wektorowa suma nat¢zeri p6l
elektrycznych, wytworzonych przez wszystkie fadunki, zaréwno wewnatrz, jak
i na zewnatrz przewodnika — jest réwne zeru. Wéwcezas ruch ladunkéw ustaje,
poniewaz sita wypadkowa dziatajaca na kazdy tadunek jest rtéwna zeru — tadunki
s3 wtedy w rownowadze elektrostatyczney).

Jesli natezenie E jest réwne zeru w kazdym punkcie wewnatrz miedzianego b)
przewodnika, to musi by¢ zerowe we wszystkich punktach powierzchni Gaussa,
poniewaz ta powierzchnia, chociaz moze znajdowac si¢ blisko powierzchni prze- : ’ Lo

. . L. . . s dunku ¢ jest zawieszony na izolujg-
wodnika, jest z pewnoScig wewnatrz przewodnika. Oznacza to, ze strumiefi elfak— cej nici. Powierzchnia Gaussa zostafa
tryczny przez powierzchni¢ Gaussa musi byé zerowy. Z prawa Gaussa wynika wybrana wewnatrz metalu, w poblizu
wtedy, ze fadunek wypadkowy wewnatrz powierzchni Gaussa musi by¢ takie  powierzchni przewodnika. b) Kawalek
rowny zeru. Nadmiarowego tadunku nie ma wewnatrz powierzchni Gaussa, dla- miedzi ma teraz wewnatrz wnekg. Po-

tego tez musi by¢ na zewnatrz tej powierzchni, co oznacza, ze znajduje si¢ on na  Wierzchnia Gaussa lezy wewnatrz me-
talu, w poblizu powierzchni wneki

powierzchnia
Gaussa

 powierzchnia
miedzi

Rys. 24.9. a) Kawalek miedzi o fa-

powierzchni przewodnika.

lzolowany przewodnik z wnekq

Na rysunku 24.9b przedstawiono ten sam wiszacy na nici przewodnik, ale tym
razem z wneka, znajdujaca sie catkowicie w przewodniku. Uzasadnione wydaje
si¢ zalozenie, ze gdy wycinamy elektrycznie obojetny material, aby utworzyé
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b)

Rys. 24.10. Widok z ukosa (a) i z
boku (b) drobnej czesci duzego od-
osobnionego przewodnika z nadmia-
rowym ladunkiem dodatnim na jego
powierzchni. Zamkni¢ta walcowa po-
wierzchnia Gaussa wnika do przewod-
nika i jest do niego prostopadla, obej-
mujac pewien ladunek. Linie pola elek-
trycznego przechodza przez zewngtrzne
denko walca, ale nie przez wewngtrzne
denko. Zewnetrzne denko ma pole po-
wierzchni S i wektor powierzchni Ky
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wneke, nie zmieniamy rozkladu ani fadunku, ani pola elektrycznego, istniejacego
na rysunku 24.9a. Znéw zastosujemy prawo Gaussa, aby przeprowadzi¢ dowod
iloéciowy.

Narysujmy powierzchni¢ Gaussa otaczajacg wneke, bliskg jej powierzchni,
ale znajdujaca sie wewnatrz przewodzacego ciata. Wewnatrz przewodnika E=0,
a wiec strumien elektryczny przez t¢ nowg powierzchnie Gaussa musi by¢ réwny
zeru. Z prawa Gaussa wynika wiec, Ze wnegka nie moze zawiera¢ wypadkowego
fadunku. Wnioskujemy, ze na $cianach wneki nie ma wypadkowego ladunku —
caly nadmiarowy ladunek pozostaje na zewngtrznej powierzchni przewodnika,
jak na rysunku 24.9a.

Usuniecie przewodnika

Zat6zmy, ze w jaki§ magiczny spos6b nadmiarowe fadunki mogg zosta¢ ,,zamro-
zone” na powierzchni przewodnika, na przykfad przez pokrycie ich plastikowa
powloka, tak ze przewodnik mozna calkowicie usunaé. Jest to réwnowazne po-
wigkszeniu wneki z rysunku 24.9b tak, aby wypelniata w calosci przewodnik,
pozostawiajac tylko fadunki. Pole elektryczne nie ulegnie wtedy Zadnej zmianie
— pozostanie zerowe we wnetrzu cienkiej naladowanej powloki i nie zmieni sig
w punktach na zewnatrz powloki. Wynika stad, ze pole elektryczne jest wytwo-
rzone przez tadunki, a nie przez przewodnik. Przewodnik po prostu umozliwia
tylko tadunkom zajecie odpowiedniego polozenia.

Zewnetrzne pole elekiryczne

Wiesz juz, ze nadmiar fadunku na izolowanym przewodniku przesuwa si¢ cal-
kowicie na powierzchni¢ przewodnika. Jesli jednak powierzchnia przewodnika
nie jest sferyczna, to fadunek nie rozklada si¢ réwnomiernie. Innymi stowy, po-
wierzchniowa gesto$é tadunku o (ladunek na jednostk¢ powierzchni) nie jest
stala na powierzchni dowolnego przewodnika niesferycznego. Ta zmienno$¢ po-
woduje, ze na ogdt bardzo trudno jest wyznaczy¢ natgzenie pola elektrycznego,
wytworzonego przez fadunki powierzchniowe.

Korzystajac z prawa Gaussa, mozna jednak latwo okre§li¢ natezenie pola
elektrycznego tuz przy powierzchni przewodnika. Rozwazmy w tym celu wy-
cinek powierzchni na tyle maly, aby moina bylo zaniedbaé jakakolwiek jego
krzywizng, czyli aby mozna bylo uwazaé go za plaski. WyobraZzmy sobie nastgp-
nie matg walcowa powierzchni¢ Gaussa, zawierajaca ten wycinek (rys. 24.10):
jedno denko powierzchni znajduje si¢ catkowicie wewnatrz przewodnika, drugie
catkowicie na zewnatrz przewodnika, a powierzchnia boczna walca jest prosto-
padta do powierzchni przewodnika.

Nate¢zenie pola elektrycznego E na powierzchni przewodnika i tuz nad nia
musi by¢ takze prostopadle do tej powierzchni. Gdyby nie bylo, to miatoby skfa-
dowa wzdluz powierzchni przewodnika, kiéra prowadzilaby do dziatania sit na
tadunki powierzchniowe, powodujacych ruch tadunkéw. Taki ruch naruszatby jed-
nak nasze milczace zalozenie, ze mamy do czynienia z réwnowagg elektrosta-
tyczng. Stad natezenie E jest prostopadle do powierzchni przewodnika.

Zsumujemy obecnie strumiefi elektryczny przez powierzchni¢ Gaussa. Stru-
miefi przez wewngtrzne denko jest zerowy, bo natezenie pola elektrycznego



w przewodniku wynosi zero. Strumieni przez boczng powierzchnie walca takze
znika, bo w czesci znajdujacej si¢ wewnatrz przewodnika nie ma pola elektrycz-
nego, a w czeSci znajdujacej si¢ na zewnatrz natezenie pola elektrycznego jest
réwnolegle do elementu powierzchni Gaussa. Nie znika jedynie strumiefi prze-
nikajacy przez zewnetrzne denko powierzchni Gaussa, gdzie natgzenie E jest
prostopadle do plaszczyzny denka. Zakladamy, Ze pole powierzchni S denka jest
wystarczajaco male, aby warto$¢ natgzenia E byta na denku stafa. Strumieri prze-
nikajacy przez denko wynosi wtedy E S i taki jest wypadkowy strumiefi @ przez
powierzchnie Gaussa.

Ladunek guewn, Objety powierzchnia Gaussa znajduje sie na powierzchni
przewodnika o polu powierzchni §. Je§li o jest fadunkiem na jednostke po-
wierzchni, to gwewn Wynosi o S. Po podstawieniu oS za Gyewn 1 ES za @ prawo
Gaussa (24.6) przyjmuje postac:

EOES =09,

z ktérej otrzymujemy:

o
E=—
)

(24.11)

(powierzchnia przewodnika).

Warto$¢ nat¢zenia pola elektrycznego tuz przy powierzchni przewodnika jest wiec
proporcjonalna do gestoSci powierzchniowej fadunku w tym miejscu przewod-
nika. Jesli fadunek na przewodniku jest dodatni, to nateZenie pola elektrycznego
jest skierowane na zewnatrz przewodnika, jak na rysunku 24.10. Jesli fadunek
jest ujemny, to natezenie pola elektrycznego jest skierowane do przewodnika.

Linie pola na rysunku 24.10 muszg si¢ koficzy¢ na tadunkach ujemnych,
gdzie§ w otoczeniu. Jesli przesuniemy te fadunki w poblize przewodnika, to ge-
sto§¢ fadunku w dowolnym miejscu na powierzchni przewodnika ulegnie zmianie.
Zmieni si¢ takze natezenie pola elektrycznego. Zwigzek migdzy E i o bedzie
jednak nadal okreslony wzorem (24.11).

Przyktad 24.4

Na rysunku 24.11a przedstawiono przekrdj sferycznej powloki
metalowej 0 wewngtrznym promieniu R. Fadunek punktowy
—5 wC umieszczono w odleglosci R/2 od srodka powloki. Jesli
powloka jest elektrycznie obojetna, to jakie (indukowane) tadunki
s3 na wewngtrznej i zewnetrznej powierzchni powloki? Czy te ta-
dunki sg roztoZone réwnomiernie? Jaki jest rozklad pola wewnatrz
i na zewnatrz powtoki?

ROZWIAZANIE:

Na rysunku 24.11b przedstawiono przekrdj sferycznej powierzchni
Gaussa wewnatrz metalu, tuz poza wewnetrzng powierzchnia po-
wioki.

O==x 1. Natezenie pola elektrycznego musi byé réwne zeru we-
wnatrz metalu (i stad na powierzchni Gaussa wewnatrz metalu).

Oznacza to, ze strumienl elektryczny przez powierzchnie Gaussa
musi by¢ takze réwny zeru. Z prawa Gaussa wynika, ze catkowity
fadunek otoczony przez powierzchni¢ Gaussa musi by¢ zerowy.
Przy punktowym fadunku —5 wC wewnatrz powloki, na wewngtrz-
nej powierzchni powloki musi znajdowaé si¢ tadunek +5 pC.
Jesli tadunek punktowy bylby w §rodku powloki, to ten dodatni
fadunek bytby roziozony jednorodnie na powierzchni wewngtrz-
nej. Jesli jednak tadunck punktowy znajduje si¢ poza §rodkiem, to
rozklad tadunku dodatniego jest niejednorodny, jak przedstawiono
na rysunku 24.11b, gdyz !adunek dodatni ma tendencje groma-
dzenia si¢ na wycinkach wewnetrznej powierzchni, najblizszych
(ujemnemu) tadunkowi punktowemu.

Or==y 2. Ze wzgledu na to, ze powtoka jest elektrycznie obojetna,
jej wewnetrzna powierzchnia moze mie¢ fadunek +5 wC tylko
wtedy, gdy elektrony o calkowitym fadunku —5 pC opuszcza
wewngtrzng powierzchni¢ i przesunga si¢ na zewngtrzng. Elektrony

24.6. Izolowany przewodnik natadowany 57



powierzchnia
Gaussa \

Rys. 24.11. Przyklad 24.4. a) Ujemny fadunek punktowy umiesz-
czono wewnatrz sferycznej powloki metalowej, ktéra jest elek-
trycznie obojetna. b) Na wewngtrznej powierzchni powloki poja-
wil si¢ wtedy niejednorodny rozklad ladunku dodatniego, a na
zewngtrznej powierzchni — jednorodny rozklad tadunku ujem-

rozkladaja si¢ tu jednorodnie, co zaznaczono na rysunku 24.11b.
Ten rozktad tadunku ujemnego jest jednorodny, poniewaz powloka
jest sferyczna. Niejednorodny rozklad tadunku dodatniego na we-
wnetrznej powierzchni nie moze wytworzy¢ takiego pola elek-
trycznego, ktére mogloby wplynaé na rozklad fadunku na ze-
wnetrznej powierzchni. .

Na rysunku 24.11b przedstawiono w przyblizeniu linie pola
wewnatrz i na zewnatrz powloki. Wszystkie linie pola przecinajg
powloke prostopadle. Wewnatrz powloki rozklad linii pola jest
nieréwnomierny wskutek niejednorodno$ci rozktadu tadunku do-
datniego. Poza powloks rozktad pola jest taki, jakby bylo wytwo-
rzone przez tadunek punktowy, umieszczony w $rodku powfoki
i jakby powloki nie bylo. Jest tak niezaleznie od tego, gdzie we-
wnatrz powloki umieszczono fadunek punktowy.

SPRAWDZIAN 4: Kulka o tadunku —50e znajduje si¢

w Srodku sferycznej powloki metalowej o tadunku wypadko-
wym —100e. Jaki jest tadunek na: a) wewnetrznej, b) zewnetrz-

nego

nej powierzchni powloki?

2nr

. powierzchnia
Gaussa

Rys. 24.12. Powierzchnia Gaussa w po-
staci zamknigtej powierzchni walcowej
otacza odcinek bardzo dlugiego, jedno-
rodnie natadowanego, walcowego preta
plastikowego
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24.7. Zastosowanie prawa Gaussa:
symetria walcowa

Na rysunku 24.12 przedstawiono fragment nieskoficzenie dlugiego walcowego
preta plastikowego, naladowanego jednorodnie dodatnio z ggstoscig liniowg A.
Znajdziemy teraz wyrazenie na warto§¢ natezenia pola elektrycznego E w odle-
glosci r od osi preta.

Powierzchnia Gaussa powinna w tym przypadku odpowiadaé¢ walcowej syme-
trii zagadnienia. Wybieramy wi¢c powierzchni¢ walca o promieniu r i wysokosci
h, wsp6losiowego z pretem. Powierzchnia Gaussa musi by¢ zamknieta i dlatego
wlaczamy do niej dwa denka.

WyobraZ sobie teraz, ze gdy nie patrzyliSmy, kto§ obrécit pret plastikowy
wokél jego osi podiuznej lub go odwrécit. Jesli spojrzymy ponownie na pret, to
nie potrafimy dostrzec tej zmiany. Wnioskujemy wiec, ze jedynym jednoznacz-
nie wyréznionym kierunkiem w tym zagadnieniu jest kierunek radialny. Dlatego
w kazdym punkcie powierzchni bocznej walca natezenie E musi mieé takg samga
warto$¢ E i (dla dodatnio naladowanego preta) musi byé skierowane na zewnatrz.

Pole powierzchni bocznej walca wynosi 2nrh, poniewaz dlugo$é obwodu
podstawy jest rowna 2mr, a wysoko$¢ jest réwna /. Strumien natezenia E przez
powierzchni¢ walca wynosi:

& =EScos@ =FE -2nrh-cos0=E - 27rh.

Strumien elektryczny, przenikajacy przez denka jest réwny zeru, poniewaz nate-
zenie pola elektrycznego E, skierowane radialnie, jest réwnolegte do powierzchni
denka w kazdym jego punkcie.



Laduanek objety rozwazang powierzchnig wynosi Ak i prawo Gaussa:

80¢ = Jwewn

sprowadza si¢ do postaci:
&E -2ntirh = Ah,

stad otrzymujemy:

E— A
- 23‘5801’

(naladowana linia prosta).

(24.12)

Wz6r ten okresla warto$¢ natgZenia pola elektrycznego pochodzacego od nieskori-
czenie dtugiej, jednorodnie naladowanej linii prostej, w punkcie znajdujacym sie
w odleglosci » od linii. Natezenie E jest skierowane radialnie od linii, je$k tadu-
nek jest dodatni i do linii, jesli tadunek jest ujemny. Wzér (24.12) okresla takze
w przyblizeniu pole natadowanej nici o skoficzonej dtugosci w punktach, ktére
nie znajdujg si¢ zbyt blisko jej koricéw (w poréwnaniu z odlegloscig od nici).

Przyktad 24.5

Kazda btyskawica poprzedzona jest niewidzialnym procesem,
podczas ktérego strumien elektronéw rozchodzi si¢ w dét, od
chmury do ziemi. Elektrony te pochodza z chmury i czgste-
czek powietrza, kt6re ulegajg jonizacji w obszarze strumienia.
Liniowa gesto$¢ tadunku A wzdtuz strumienia jest zwykle réwna
—1-107* C/m. Gdy strumiefi dociera do ziemi, elektrony zaczy-
najg szybko na nig splywaé. Podczas tego przeplywu zderzenia
migdzy poruszajacymi si¢ elektronami i czasteczkami powietrza
dajg bardzo jasny blysk §wiatla (czyli sama btyskawice). Jaki jest
promiel strumienia, jesli czasteczki powietrza ulegajg jonizacji
w polu elektrycznym o natezeniu wiekszym od 3 - 106 N/C?

ROZWIAZANIE:

O== 1. Chociaz strumiefi nie jest ani prosty, ani nieskoriczenie
dlugi, to mozna go przyblizy¢ przez naladowana lini¢ z rysunku
24.12. (Linia jest naladowana ujemnie, a wigc natgzenie E jej pola
jest skierowane radialnie do wnetrza). Zgodnie ze wzorem (24.12)
warto$¢ natezenia E maleje wraz z odlegloscig od osi strumienia
fadunku.

O=% 2. Powierzchnia strumienia fadunku musi znajdowaé si¢ w
takiej odleglodci r od jej osi, w ktdrej wartosé natezenia E wynosi
3. 10° N/C, poniewaz czasteczki powietrza wewnatrz obszaru
o tym promieniu ulegajg jonizacji, a znajdujace sie dalej nie. Ze
wzoru (24.12) wyznaczamy r i po podstawieniu znanych wielko$ci
obliczamy promieni strumienia:

Rys. 24.13. Piorun uderza w jawor o wysokos$ci 20 m. Drzewo
jest mokre, wigc wigkszo§¢ tadunku przeptywa przez znajdujaca
si¢ na nim wodg i drzewo pozostaje nieuszkodzone

24.7. Zastosowanie prawa Gaussa: symetria walcowa
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Rys. 24.14. Prady uziemienia od uderzenia pioruna wypalily
trawg na tym polu golfowym, odkrywajac glebg

A
r =
2negE

B 1-1073C/m
T 21 - (8,85-10-2CZ/(N-m2)) - (3 - 105 N/C)

=6m. (odpowiedz)

(Promiefi §wiecacego obszaru btyskawicy jest mniejszy, prawdo-
podobnie wynosi tylko 0,5 m. Szeroko$¢ t¢ mozna oceni¢ na pod-
stawie rysunku 24.13). Chociaz promiefi strumienia wynosi tylko
6 m, to nie nalezy sadzié, ze jesteSmy bezpieczni w wigkszych od-
legtosciach od punktu uderzenia pioruna, bowiem elektrony spty-
wajace do ziemi rozchodzg si¢ po jej powierzchni. Na rysunku
24.14 przedstawiono dowdd istnienia takich prqdéw uziemienia.
Prady uziemienia sa §miertelnie groZne.

Rys. 24.15. Widok a) z ukosa, b) z bo-
ku fragmentu bardzo duzej, cienkiej
plyty plastikowej, naladowanej jedno-
rodnie z jednej strony z gestoscig po-
wierzchniowa !adunku o. Zamknicta
walcowa powierzchnia Gaussa przenika
przez plyte i jest prostopadta do niej
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24.8. Zastosowanie prawa Gaussa:
symetria ptaszczyznowa

Plyta nieprzewodzqca

Na rysunku 24.15 przedstawiono fragment cienkiej nieskoiczonej nieprzewodza-
cej plaskiej plyty, natadowanej jednorodnie dodatnio z gestodcig powierzchniows
o. Arkusz cienkiej plastikowej folii, jednorodnie naladowany z jednej strony,
moze stuzy¢ jako prosty model takiej plyty. ZnajdZmy natezenie pola elektrycz-
nego Ew odleglosci r od plyty.

W tym zagadnieniu przydatna powierzchnia Gaussa jest przedstawiona na
rysunku powierzchnia walcowa, zamknieta denkami o polu powierzchni §, prze-
cinajaca prostopadle plyte. Z symetrii zagadnienia wynika, Ze natgzenie E musi
by¢ prostopadte do plyty i stad do denek. Ponadto, poniewaz tadunek jest do-
datni, to natgzenie E jest skierowane od plyty i stad linie pola elektrycznego
przecinajg denka powierzchni Gaussa, wychodzac na zewnatrz. Linie pola nie
przecinaja powierzchni bocznej, dlatego tez strumieni elektryczny przez te czesé
powierzchni Gaussa jest réwny zeru. Na powierzchni denek E.-dS wynosi po
prostu EdS i prawo Gaussa:

80% E : d§ = Gwewn

przyjmuje postaé:
go(ES+ ES) =08,

gdzie ¢ S jest ladunkiem objetym przez powierzchni¢ Gaussa. Mamy zatem:

E = 2i (natadowana plaszczyzna). (24.13)
€0



Rozwazamy tutaj nieskoriczona plyte o jednorodnej gestoici tadunku, a wigc
wynik ten obowigzuje dla kazdego punktu w skoniczonej odlegloéci od plyty.
Wzér (24.13) jest zgodny ze wzorem (23.27), ktéry znalezliSmy przez catkowa-
nie sktadowych nat¢zenia pola elektrycznego, wytworzonego przez poszczegdlne
fadunki. (Warto powrécié do tego czasochtonnego i ztozonego catkowania i za-
uwazy¢, o ile latwiej otrzymuje si¢ ten wynik z prawa Gaussa. Jest to jeden
z powodéw poswigcenia calego rozdziatu temu prawu: dla pewnych symetrycz-
nych rozkladéw ladunku latwiej jest skorzysta¢ z prawa Gaussa, niz catkowad
skladowe natezenia pola).

Dwie przewodzqce ptyty

Na rysunku 24.16a przedstawiono przekrdj cienkiej nieskoriczonej ptyty prze-
wodzacej, na ktérej znajduje si¢ nadmiar fadunku dodatniego. Z paragrafu 24.6
wiemy, ze ten nadmiarowy tadunek znajduje si¢ tylko na powierzchni plyty. Plyta
jest bardzo cienka i bardzo duza, a wigc mozemy zatozyé, ze caly nadmiarowy
fadunek umieszczony jest w zasadzie na dwéch duzych $cianach piyty.

Jesli nie ma zewngtrznego pola elektrycznego, ktére mogloby spowodowaé
szczegllny rozkiad tadunku, to fadunek rozlozy sie na dwéch plaszczyznach,
z jednorodng gestoSciag powierzchniowa 0. Ze wzoru (24.11) wiemy, Ze poza
plyta taki tadunek wytwarza pole elektryczne o natezeniu réwnym E = o,/so.
Nadmiarowy tadunek jest dodatni, a wicc natgzenie pola jest skierowane od plyty.

Narysunku 24.16b przedstawiono identyczng plyt¢ z nadmiarowym tadunkiem
ujemnym, o takiej samej wartosci gestoSci powierzchniowej fadunku o7. Wytwo-
rzone pole rozni si¢ jedynie tym, Ze jego natezenie jest teraz skierowane do plyty.

Zalézmy, ze ustawiliSmy ptyty z rysunku 24.16a i b blisko siebie i réwno-
legle (rys. 24.16c). Ptyty sa przewodnikami, dlatego tez po takim ich ustawieniu
tadunek nadmiarowy na jednej plycie przyciaga fadunek nadmiarowy na dru-
giej i caly nadmiarowy ladunek przesunie si¢ na wewngtrzne powierzchnie piyt,
jak pokazano na rysunku 24.16c. Przy dwukrotnie wigkszym tadunku nowa ge-
sto§¢ powierzchniowa tadunku ¢ na kazdej wewnetrznej powierzchni jest réwna
20. Stad natezenie pola elektrycznego w dowolnym punkcie miedzy plytami ma
warto$c:

E=21_2 (24.14)

€0 €0
Natgzenie pola elektrycznego jest skierowane od ptyty natadowanej dodatnio do
plyty naladowanej ujemnie. Na zewnetrznych powierzchniach nie pozostal zaden
nadmiarowy tadunek, wiec nat¢zenie na lewo i na prawo od plyt jest réwne zeru.

Rys. 24.16. a) Cienka, bardzo duza
plyta przewodzaca z nadmiarowym la-
dunkiem dodatnim. b) Identyczna plyta
z nadmiarowym ladunkiem ujemnym.
c) Obie plyty ustawione réwnolegle
i blisko siebie
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Ladunki na plytach przesunely si¢, gdy zblizaliémy plyty do siebie, a wiec
rysunek 24.16c nie jest zlozeniem rysunkéw 24.16a i b: rozklad tadunku dla
uktadu dwéch plyt nie jest sumg rozktadéw tadunku dla pojedynczych plyt.

Moze cie zastanawiaé, dlaczego omawiamy szczegétowo tak nierealistyczne
zagadnienia, jak pole wytworzone przez nieskoriczona natadowang lini¢, nieskon-
czong natladowang plyte lub par¢ nieskoficzonych natadowanych plyt. Jednym
z powod6w jest to, ze analiza takich sytuacji przy zastosowaniu prawa Gaussa jest
tatwa. Wazniejszym powodem jest to, ze analizy dla ,nieskoficzonych” sytuacji
stanowia dobre przyblizenie wielu zagadnien rzeczywistego $wiata. Wzér (24.13)
opisuje wiec dobrze pole dla skoriczonej nieprzewodzacej ptyty, jesli rozwazamy
punkty znajdujace si¢ blisko niej i niezbyt blisko jej krawedzi. Wzér (24.14) obo-
wigzuje dla pary skorficzonych przewodzacych plyt, znajdujacych si¢ w niewielkiej
odleglosci od siebie, jesli rozwazamy punkty niezbyt bliskie krawedzi ptyt.

Nie zajmujemy si¢ krawedziami plyt, poniewaz blisko krawedzi nie mozemy
juz korzysta¢ z symetrii plaszczyznowej, aby znaleZé wyrazenia dla nat¢zer pol.
Linie pola sa tu w rzeczywisto$ci zakrzywione (méwimy zwykle o gjawisku
krawedziowym lub brzegowym) i moze by¢ bardzo trudno podaé wzory opisujace

natezenia pol.

Przyktad 24.6

Na rysunku 24.17a przedstawiono fragmenty dwéch duzych réw-
noleglych nieprzewodzacych plyt, z ktérych kazda jest jednorod-
nie naladowana z jednej strony. Warto$ci gestoéci powierzchnio-
wej ladunku sg réwne o4y = 6,8 WC/m? dla plyty natadowanej
dodatnio i oy = 4,3 wC/m? dla plyty natadowanej ujemnie.
Oblicz natezenie pola elektrycznego E: a) na lewo od ptyt,
b) migdzy plytami, c) na prawo od plyt.

ROZWIAZANIE:

O==¢ Przy danych ladunkach pole elektryczne plyt na rysunku
24.17a mozna znaleZ¢ przez: a) znalezienie natgzenia pola, pocho-
dzacego od kazdej plyty, jak gdyby tej drugiej nie bylo, b) alge-
braiczne dodanie natgzen pdl tych plyt, przez zastosowanie zasady
superpozycji. (Natgzenia te mozemy dodaé algebraicznie, ponie-
waz sg one réwnolegle do siebie). Zastosowanie wzoru (24.13)
daje warto§¢ E(y) natezenia pola elektrycznego dodatniej plyty
w dowolnym punkcie przestrzeni

oW 6,8-107° C/m’

2e9  (2)(8,85-10-12 C2/(N - m?))
Podobnie warto$¢ E_, natgzenia pola elektrycznego plyty ujem-
nej w dowolnym punkcie wynosi:

=3,84.10°N/C.

Ey =

£ %0 4,3-10°°C/m’
D= 26 T (2)(8,85- 10-2CZ/(N - m2))
=2,43 -10° N/C.

Na rysunku 24.17b przedstawiono natezenia pél, wytworzonych
przez plyty na lewo od piyt (L), migdzy nimi (M) i na prawo od
nich (P).
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‘Wypadkowe natg¢zenia pola w tych trzech obszarach wynikaja
z zasady superpozycji. Na lewo warto$¢ natgzenia wynosi:

Ep, = E4y ~ E_y = 3,84 - 10° N/C — 2,43 - 10°N/C
(odpowiedZ)

=1,4-10° N/C.

9

a)

Rys. 24.17. Przyktad 24.6. a) Dwie duze réwnolegle ptyty, jedno-
rodnie naladowane z jednej strony. b) Nat¢zZenia pol elektrycznych
wytworzonych przez kazdg z plyt z osobna. ¢) Wypadkowe na-
tgzenie pola od obydwu natadowanych plyt, obliczone w wyniku
zastosowania zasady superpozycji



Poniewaz E(y) jest wigksze od E., wiec wypadkowe nateze- Migdzy plytami natgzenia dwoch pél dodajg si¢ i mamy:
nie pola Er w tym obszarze jest skierowane w lewo, jak przed- Ew = E) + Ey = 3,84 10°N/C + 2,43 - 10°N/C

stawiono na rysunku 24.17c. Na prawo od plyt natgZenie pola
Ep ma taka samg wartosé, ale jest skierowane w prawo (rys.

=6,3-10° N/C. (odpowiedz)

24.17c). Natezenie pola E’M jest skierowane w prawo.

24.9. Zastosowanie prawa Gaussa:
symetria sferyczna

Zastosujemy teraz prawo Gaussa do udowodnienia dwdch twierdzen o powloce,
przedstawionych bez dowodu w paragrafie 22.4:

> Powioka sferyczna natadowana jednorodnie przyciaga lub-odpycha czastke nafado-
wana, znajdujacy si¢ na zewnatrz powloki tak, jakby caty tadunek powloki byl skupiony
w §rodku powloki.

) Powloka sferyczna naladowana jednorodunie nie dziala sita elektrostatyczng na czastke
naladowana znajdujaca si¢ wewnatrz powloki.

Na rysunku 24.18 przedstawiono natadowang powtoke sferyczng o catkowi-
tym fadunku ¢ i promieniu R oraz dwie wspét§rodkowe sferyczne powierzchnie
Gaussa §7 i S,. Postgpujac wedlug procedury opisanej w paragrafie 24.5 przy
stosowaniu prawa Gaussa do powierzchni S,, dla ktérej r > R, otrzymujemy:

E =

) > (powloka sferyczna, pole dla r > R). (24.15)
TEY Y

Jest to takie samo nat¢zenie pola, jakie wytworzylby ladunek punktowy gq,
umieszczony w Srodku naladowanej powloki. Stad powltoka o tadunku g od-
dzialuje taka sama silg na naladowang czastke na zewnatrz powtoki, jak tadunek
punktowy g, umieszczony w Srodku powloki. Jest to dowdd pierwszego twier-
dzenia o powloce.

Stosujac prawo Gaussa do powierzchni S;, dla ktérej r < R, otrzymujemy:

E=0 (powloka sferyczna, pole dlar < R), (24.16)

poniewaz powierzchnia Gaussa nie obejmuje zadnego tadunku. Jesli wicc czgstka
natadowana znajdowalaby si¢ wewnatrz powloki, to powloka nie dziatalaby na
nig zadng wypadkowa sila. Jest to dowdd drugiego twierdzenia o powloce.
Dowolny sferycznie symetryczny rozklad fadunku, taki jak na rysunku 24.19
mozna utworzy¢ przez zlozenie wspotsrodkowych powlok sferycznych. Aby moz-
na bylo zastosowa¢ dwa twierdzenia o powloce, gesto$é objetosciowa tadunku p
powinna mie¢ okre§long warto$¢ dla kazdej powtloki, ale wartoéci te nie muszg
by¢ takie same dla wszystkich powlok. Stad dla sferycznie symetrycznego roz-
ktadu fadunku gesto$¢ p moze zalezel tylko od odlegtosci r od §rodka. Mozemy

Rys. 24.18. Przekrgj cienkiej, jedno-
rodnie naladowanej powloki sferycznej
o catkowitym ladunku g. Widaé takze
przekréj dwéch powierzchni Gaussa S
i §,. Powierzchnia S obejmuje po-
wioke, a §; tylko puste wngtrze powloki

24.9. Zastosowanie prawa Gaussa: symetria sferyczna 63



fadunek
ob]qty
wynosiq

powierzchnia
Gaussa

tadunek
objety
wynosi g’

powierzchnia

: b)

Rys. 24.19. Kropki oznaczaja sfe-
rycznie symetryczny rozklad ladunku
o promieniu R, dla ktérego gestosé
objetosciowa ladunku p jest funkcjg
tylko odlegiosci od §rodka. Naladowane
cialo nie jest przewodnikiem. Zakla-
damy, Ze tadunki majg ustalone polo-
zenie. Przedstawiono takie wspdtSrod-
kowa sferyczna powierzchni¢ Gaussa
or > R (a) i podobna powierzchnig¢
Gaussaor < R (b)
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wtedy sumowaé ,,powloka po powloce” wkiady do pola, wytworzonego przez
symetryczny rozkladu tadunku.

Na rysunku 24.19a caly tadunek znajduje si¢ wewnatrz powierzchni Gaussa
dla r > R. Natezenie pola elektrycznego, wytworzonego przez tadunek na tej
powierzchni Gaussa jest takie, jakby fadunek byl fadunkiem punktowym, znajdu-
jacym si¢ w §rodku i wobec tego obowiazuje wzdr (24.15). Na rysunku 24.19b
przedstawiono powierzchni¢ Gaussa dla r < R. Aby znaleZ¢ nat¢zenie pola elek-
trycznego w punktach na powierzchni Gaussa, rozwazmy dwa uklady natado-
wanych powlok: jeden uktad zawierajacy powloki wewnatrz powierzchn Gaussa
i drugi — na zewnatrz. Ze wzoru (24.16) wynika, Ze tadunek znajdujacy si¢ na
zewngtrz powierzchni wytwarza zerowe wypadkowe natgzenie pola elektrycznego
na powierzchni Gaussa. Natomiast ze wzoru (24.15) wynika, ze tadunek objety
przez powierzchnig wytwarza takie nat¢zenie pola elektrycznego, jak gdyby ob-
jety tadunek byt skupiony w $rodku. JeSli ¢’ oznacza obejmowany tadunek, to
wz6r (24.15) mozemy napisaC w postaci:

1 ¢

E =
43'[80 r2

(rozklad sferyczny, pole dla r < R). 24.17)

Jesli caly tadunek q zamkniety wewngtrz sfery o promieniu R jest roztoZony
Jjednorodnie, to tadunek ¢’ wewnatrz sfery o promieniu r na rysunku 24.19b jest

proporcjonalny do g:

fadunek wewnatrz sfery o promieniur

caly fadunek

objeto§¢ wnetrza sfery o promieniur  cala objetosé’

czyli:

Otrzymujemy stad:

’

q q

1 __ 49 24.18

inrd 4nR3 ( )
r3

q = 1% (24.19)

i po podstawieniu do wzoru (24.17) otrzymujemy:

E= 9 _ r (jednorodny rozklad sferyczny, pole dla r < R). (24.20)
47[80R3

SPRAWDZIAN 5: Na rysunku przedstawiono dwie duze réwnolegle nieprzewodzace
plyty, natadowane jednorodnie, z identycznymi (dodatnimi) gesto§ciami powierzchniowymi

i kule¢ naladowang jednorodnie,
z (dodatnig) ggstoscia objgto-
§ciowa. Uszereguj wartoS$ci na-
tezenia wypadkowego pola elek-
trycznego w czterech ponume-
rowanych punktach, zaczynajac
od najwickszej.




Prawo Gaussa Prawo Gaussa i prawo Coulomba, chociaz majg
rézne postaci, s3 réwnowaznymi sposobami opisu zwigzku miedzy
fadunkiem i natg¢zeniem pola elektrycznego w sytuacjach statycz-
nych. Prawo Gaussa ma postaé:

(24.6)

gdzie guewn jest wypadkowym ladunkiem wewnatrz zamknigtej
powierzchni (powierzchni Gaussa), a @ jest wypadkowym stru-
mieniem natgzenia pola elektrycznego przez te powierzchnie:

&P = Gyewn (prawo Gaussa),

P = f EdS (strumieni elektryczny przez powierzchni¢ Gaussa)

(24.4)
Prawo Coulomba mozna tatwo wyprowadzi¢ z prawa Gaussa.

Zastosowanie prawa Gaussa Dla symetrycznych rozktadéw ta-
dunku, korzystajac z prawa Gaussa, mozemy wyprowadzié¢ wiele
waznych zwiazkéw elektrostatycznych. Oto niektére z nich:

1. Ladunek nadmiarowy na przewodniku znajduje sie tylko na
zewngtrznej jego powierzchni.

2. Natezenie pola elektrycznego przy zewnetrznej powierzchni
natadowanego przewodnika jest prostopadle do tej po-
wierzchni i ma warto$¢:

=2
o
Wewnatrz przewodnika mamy E = 0.

3. Natezenie pola elektrycznego nieskoficzonej linii natadowa-

nej z gestogeig liniowg tadunku A jest w dowolnym punkcie

(powierzchnia przewodnika). (24.11)

prostopadie do naladowanej linii i ma warto§é:

(natadowana linja), (24.12)

- 21egr
gdzie r jest odlegtoScia punktu od natadowanej linii.

4. Natezenie pola elektrycznego nieskoriczonej nieprzewodzqcej
plyty, natadowanej jednorodnie z gestoscia powierzchniows
tadunku o jest prostopadle do ptaszczyzny ptyty i wynosi:

E = 2—0— (natadowana ptaszczyzna). (24.13)

€0

5. Natgzenie pola elektrycznego na zewngtrz sferycznej jedno-

rodnie naladowanej powfoki o promieniu R i calkowitym
fadunku g jest skierowane radialnie i ma warto$¢:

- 9

4meg r2

(powloka sferyczna, dla r > R),

(24.15)
gdzie r jest odlegloscia od §rodka powloki do punktu, w kt6-
rym warto$¢ E jest wyznaczana. (Dla punktéw na zewnatrz
powloki ladunek zachowuje si¢ tak, jakby byl skupiony
w Srodku sfery). NatezZenie pola wewngtrz sferycznej powtoki

natadowanej jednorodnie jest réwne zeru:
E=0

(powloka sferyczna, dlar < R). (24.16)

6. Natgzenie pola elektrycznego wewngtrz jednorodnie natado-
wanej kuli jest skierowane radialnie i ma warto§é:

E= 9 r.
4megR3

(24.20)

(21 + 3j) m?. Oblicz

1. Wektor powierzchni jest réwny: S =
strumieni elektryczny, przemka_]apy przez e pow1erzchn1q, jesli
natezenie pola wynosi: a) E =4i N/C, b) E = 4k N/C.

2. Ile wynosi f dS dla: a) kwadratu o boku a, b) kota o promieniu 7,
¢) powierzchni bocznej walca o wysokosci h 1 promieniu r?

3. Na rysunku 34.20 zamknieta powierzchnia Gaussa obejmuje
dwie z czterech dodatnio natadowanych czastek. a) Ktére z cza-
stek dajg wklad do nat¢Zenia pola elektrycznego w punkcie P na
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Rys. 24.20. Pytanie 3

powierzchni? b) Ktéry wypadkowy strumiefi natgzenia pola elek-
trycznego przez powierzchnie jest wigkszy: ten wywolany tadun-
kami g, i q,, czy ten wywolany wszystkimi czterema tadunkami?

4. Na rysunku 24.21 przedstawiono w przekroju kulke metalowa,
dwie sferyczne powloki metalowe i trzy sferyczne powierzchnie
Gaussa o promieniach R, 2R i 3R — wszystkie maja wspdlny §ro-
dek. Jednorodnie roziozone ladunki trzech cial metalowych wy-
noszg: Q dla kulki, 3Q dla mniejszej powtoki i 5Q dla wickszej

3R

powierzchnia
Gaussa

Rys. 24.21. Pytanie 4

Pytania 65



powloki. Uszereguj powierzchnie Gaussa wedlug warto$ci natg-
Zenia pola elektrycznego w dowolnym punkcie na powierzchni,
zaczynajac od warto$ci najwigkszej.

5. Na rysunku 24.22 przedstawiono trzy powierzchnie Gaussa, z
ktorych kazda jest do polowy zaglebiona w duzej, grubej, metalo-
wej plycie, jednorodnie naladowanej powierzchniowo. Powierzch-
nia §; jest najwyzsza i ma najmniejsze kwadratowe denka, po-
wierzchnia S3 jest najnizsza i ma najwigksze kwadratowe denka,
a powierzchnia S; ma poSrednie wymiary. Uszereguj powierzchnie
wedlug: a) obejmowanego przez nie tadunku, b) wartoSci nateze-
nia pola w punktach na ich gérnych denkach, c) wypadkowego
strumienia elektrycznego przez gérne denko, d) wypadkowego
strumienia elektrycznego przez ich dolne denka, zaczynajac od
warto$ci najwigkszej.

Rys. 24.22. Pytanie 5

6. Na rysunku 24.23 przedstawiono w przekroju trzy walce, kazdy
natadowany jednorodnie ladunkiem Q. Kazdy z nich otoczony
jest wspélosiowa walcowg powierzchnig Gaussa. Wszystkie te po-
wierzchnie maja takie same promienie. Uszereguj powierzchnie
Gaussa wedlug warto$ci natgzenia pola elektrycznego w dowol-
nym punkcie powierzchni, zaczynajac od wartosci najwickszej.

walec

powierzchnia
Gaussa

a)

Rys. 24.23. Pytanie 6

7. Trzy nieskoriczone nieprzewodzace ptyty natadowane jedno-
rodnie z ggsto$ciami powierzchniowymi o, 20 i 30 s3 ustawione
réwnolegle, podobnie jak dwie ptyty na rysunku 24.17a. W jakiej
kolejnosci sg one ustawione, od lewej do prawej, jesli natczenie
pola elektrycznego E, wytworzonego przez ten uklad, ma war-
to$¢ E = 0 w jednym obszarze i £ = 20/gy w drugim obszarze
mi¢dzy nimi?

8. Mafa natadowana kulka znajduje si¢ wewngtrz metalowej sfe-
rycznej powloki o promieniu R. Wypadkowe fadunki na kulce
i powloce wynoszg dla trzech sytuacji: 1) +4q, 0; 2) —6q, +10qg;
3) +16q, —12q. Uszereguj te sytuacje wedlug tadunku na: a) we-
wnetrznej powierzchni powloki, b) zewngtrznej powierzchni po-
wloki, zaczynajac od najwickszego dodatniego tadunku.

9. Uszereguj sytuacje z pytania 8 wedtug warto$ci natezenia pola
elektrycznego: a) w polowie gruboSci powloki, b) w punkcie
odleglym o 2R od Srodka powtloki, zaczynajac od wartosci naj-
wigkszej.

10. Na rysunku 24.24 przedstawiono cztery kule, naladowane
jednorodnie objetosciowo tadunkiem Q kazda. a) Uszereguj kule
wedlug ich gestosci objetoSciowej tadunku, zaczynajac od naj-
wigkszej. Na rysunku zaznaczono takze punkt P dla kazdej
kuli, zawsze w tej samej odleglosci od jej Srodka. b) Uszereguj
kule wedtug wartoSci natgzenia pola elektrycznego, wytwarzanego
w punkcie P, zaczynajgc od najwigkszej.

a) b) <)

Rys. 24.24. Pytanie 10

Zodania

www - Rozwiazani€ jest-dostepne na stronie internetowej pod-
recznika: http://www.wiley.com/college/hrw

iwe - Rozwiazanie jest” dostepne 'w postaci interaktywiiej,
wykorzystujacej-oprogramowanie Interactive Learning-
Ware (na tej samej stronie)

24.2. Strumien
1. Woda w rowie melioracyjnym o szeroko$ci w = 3,22 m i gle-

bokosci d = 1,04 m plynie z predkoscig 0,207 m/s. Strumieri masy
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wody przez powierzchni¢ jest iloczynem gestosci wody (1000
kg/m®) i jej strumienia objeto§ci przez t¢ powierzchnig. Oblicz
strumiefi masy przez nastgpujgce powierzchnie: a) powierzchnig
o polu wd, zanurzong catkowicie w wodzie i prostopadta do kie-
runku przeptywu, b) powierzchni¢ o polu 3wd/2, z ktérego czesé
wd jest w wodzie, prostopadlg do kierunku przeptywu, c) po-
wierzchnie o polu wd/2, calkowicie zanurzong w wodzie, prosto-
padla do kierunku przeplywu, d) powierzchni¢ o polu wd, w po-
towie w wodzie i w potowie nad woda, prostopadlg do kierunku
przeptywu, e) powierzchni¢ o polu wd, catkowicie zanurzong
w wodzie, o normalnej tworzacej kat 34° z kierunkiem przeptywu.



24.3. Strumien pola elektrycznego

2. Diugo$é boku kwadratu przedstawionego na rysunku 24.25
wynosi 3,2 mm. Kwadrat znajduje si¢ w jednorodnym polu
elektrycznym o natgzZeniu
E = 1800 N/C. Linie
pola tworzg kat 35° z nor-
malng do powierzchni kwa-
dratu, jak przedstawiono
na rysunku. Przyjmujac, ze
ta normalna jest skiero-
wana ,ha zewnatrz”, tak
jakby powierzchnia stano-
wila jedng §cian¢ pudetka,
oblicz strumieni elektryczny
przez t¢ powierzchnig.

normalna A

Rys. 24.25. Zadanie 2

3. Dlugos¢ krawedzi sze- z

§cianu na rysunku 24.26
wynosi 1,40 m. Sze$cian
znajduje si¢ w obszarze jed-
norodnego pola elektrycz-
nego i jest ustawiony jak
na rysunku. ZnajdZ stru-
mien elektryczny, przenika-
jacy przez prawg §ciang, je-
$li natgzZenie pola elektrycz-
nego w mniutonach na ku-
lomb (N/C) wynosi: a) 6,
b) —2j, ¢) —3i + 4k. d) Jaki jest calkowity strumieri elektryczny
przez powierzchnie szescianu dla kazdego z tych pdl?

Rys. 24.26. Zadania 3, 71 10

24.4. Prawo Gaussa

4, Mamy cztery tadunki punktowe 2q, ¢, —q i —2q. Je§li to moz-
liwe opisz, jak powinna by¢ umieszczona zamknigta powierzchnia,
otaczajaca przynajmniej fadunek 2g (i ewentualnie inne tadunki),
aby wypadkowy strumiesi elektryczny przez t¢ powierzchnie wy-
nosit: a) 0, b) 3g/gg, ¢) —2q/eo.

5. Ladunek punktowy o wartosci 1,8 pC znajduje sic w §rodku
szeciennej powierzchni Gaussa. Jaki jest wypadkowy strumier
elektryczny przez t¢ powierzchnig, je§li dlugos$¢ krawedzi sze-
§cianu wynosi 55 cm?

6. Na rysunku 24.27 siatka
na motyle znajduje sig¢
w obszarze jednorodnego
pola elektrycznego o na-
tezeniu E. Obrgcz w po-
staci okregu o promieniu g
jest ustawiona prostopadle
do kierunku natgzenia pola.
Oblicz strumieri elektryczny
przenikajacy przez siatke.

Rys. 24.27. Zadanie 6

7. Oblicz wypadkowy strumieni elektryczny przez powierzchnig
sze§cianu z zadania 3 i rysunku 24.26, jedli nat¢zenie pola elek-
trycznego wynosi: a) E= 3yj, b) E = —4i+(6+3 y)j. Natezenie
pola podane jest w niutonach na kulomb (N/C), a y w metrach
(m). c) Jaki tadunek znajduje si¢ wewnatrz sze§cianu w obydwu
przypadkach? i+

8. Jesli wlaczymy natrysk w zamknictej tazience, to woda roz-
pryskujaca si¢ na wannie moze wypelnié powictrze ujemnie na-
ladowanymi jonami i wytworzy¢ w powietrzu pole elektryczne
o natgzeniu do 1000 N/C. WyobraZ sobie tazienk¢ o wymiarach
2,5m x 3m x 2m. Przyjmij, ze przy suficie, podlodze i czte-
rech §cianach natgzenie pola elektrycznego jest stale, skierowane
prostopadle do powierzchni i ma warto§¢ 600 N/C. Przyjmij, ze
te powierzchnie tworza zamknigta powierzchni¢ Gaussa. Jaka jest:
a) objetosciowa gestos$é tadunku p, b) liczba nadmiarowych tadun-
kéw elementarnych e na metr szeScienny w powietrzu w lazience?

9. Stwierdzono do$wiadczalnie, Ze natezenie pola elektrycznego
w pewnym obszarze atmosfery ziemskiej jest skierowane pionowo
w dél. Na wysokosci 300 m natezenie pola ma warto$¢ 60 N/C,
a na wysokoSci 200 m — warto§¢ 100 N/C. ZnajdZ wypadkowy
Tadunek w szescianie, ktérego dlugo$é krawedzi wynosi 100 m,
a §ciany poziome umieszczono na wysokosci 200 i 300 m. Zanie-
dbaj krzywizng¢ Ziemi.

10. W kazdym punkcie na powierzchni szescianu z rysunku
24.26 nat¢zenie pola elektrycznego jest skierowane w dodatnim
kierunku osi z. Diugos¢ kraw¢d21 szeScianu wynosi 3 m. Na gérnej
sc1an1e szefcianu E = —34k N/C, a na dolnej §cianie szeScianu
E = 420k N/C. Okresl wypadkowy ladunek zawarty w sze§cianie.

11. Ladunek punktowy ¢ znajduje sic w jednym z wierzchotkéw
szeScianu o krawedzi a. Jaki strumieri elektryczny przenika przez
kazda ze Scian szeScianu? (Wskazdwka: Zastosuj prawo Gaussa
i wlasciwosci symetrii).

24.6. lzolowany przewodnik natadowany

12. Natgzenie pola elektrycznego tuz nad powierzchnig natado-
wanego bebna fotokopiarki ma warto§é E = 2,3 - 10° N/C. Jaka
jest gesto§é powierzchniowa Yadunku na bebnie? Zaléz, ze beben
jest przewodnikiem.

13. Jednorodnie natadowana przewodzaca kula o Srednicy 1,2 m
ma gesto$¢ powierzchniows fadunku 8,1 wC/m?. a) ZnajdZ wypad-
kowy tadunek na kuli. b) Jaki jest catkowity strumieri elektryczny
przez powierzchni¢ kuli?

14. Pojazdy kosmiczne przelatujgce przez ziemskie pasy promie-
niowania moga zbiera¢ duza liczb¢ elektronéw. Powstaly tadu-
nek moze uszkodzi¢ elementy elektroniczne i uniemozliwié ich
dziatanie. Zal6zmy, ze sferyczny metalowy satelita o $rednicy
1,3 m zgromadzi? fadunek 2.4 wC w czasie jednego obiegu orbity.
a) ZnajdZ powstatg gesto$¢ powierzchniows fadunku. b) Oblicz
warto$¢ natgzenia pola elektrycznego (wytworzonego przez ten
tadunek powierzchniowy) tuz na zewnatrz satelity.
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15. Izolowany przewodnik o dowolnym ksztalcie ma tadunek
wypadkowy +10 - 1075 C. Wewnatrz przewodnika jest wneka,
w ktérej znajduje si¢ fadunek punktowy g = +3-107¢ C. Jaki jest
tadunek: a) na powierzchni wneki, b) na zewnetrznej powierzchni
przewodnika?

24.7. Zastosowanie prawa Gaussa:
symetria walcowa

16. a) Beben fotokopiarki z zadania 12 ma dtugo$¢ 42 cm i sred-
nicg 12 cm. Oblicz catkowity tadunek znajdujacy si¢ na bgbnie.
b) Wytwérca chce wyprodukowa¢ stolowa wersje tej fotokopiarki,
€O wymaga zmniejszenia rozmiaréw bgbna do diugosci 28 cm
i §rednicy 8 cm. Natgzenie pola elektrycznego przy powierzchni
bebna nie moze ulec zmianie. Jaki musi by¢ fadunek na mniej-
szym bebnie?

17. Nieskoriczona natadowana linia prosta wytwarza pole elek-
tryczne o natgzenin 4,5 - 10* N/C, w odlegloéci 2 m. Oblicz
liniowa gestos¢ tadunku.

18. Na rysunku 24.28 przedstawiono przekréj diugiej metalo-
wej rury o promieniu R i cienkich §ciankach, natadowanej po-
wierzchniowo tadunkiem A, przypadajacym na jednostke diugosci
rury. WyprowadZ wzdr na nat¢zenie pola E jako funkcji odleglo-
$ci r od osi rury, rozwaza-
jac zaréwno: a) r > R, jak i
b) r < R. Wykredl t¢ zalez-
no$¢ dla zakresu od r = 0
do r = 5 cm zaktadajgc, ze
2=2-10°CmiR =
3 cm. (Wskazowka: Zasto-
suj walcowe powierzchnie
Gaussa, wspSlosiowe z me-
talowg rurg).

19. Bardzo diugi walcowy
pret przewodzacy o diu-
gosci L i calkowitym ta-
dunku +g¢ jest otoczony
przewodzacg walcowa po-
wloka (takze o diugosci
L), o catkowitym tadunku
—2q (rys. 24.29). Korzysta-
jac z prawa Gaussa, znajdz:
a) natezenie pola elektrycz-
nego w punktach, leza-
cych na zewnatrz przewo-
dzacej powloki, b) rozktad
tadunku na powloce, ¢) na-
t¢zenie pola elektrycznego
w obszarze miedzy po-
wlokg i pretem.

Rys. 24.28. Zadanie 18

Rys. 24.29. Zadanie 19

20. Dlugi prosty drut jest natadowany ujemnie z liniowg gestosci
fadunku 3,6 nC/m. Drut ma zostaé otoczony cienkg nieprzewo-
dzaca powloka walcowa, wsp6losiows z drutem, o zewngtrznym
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promieniu 1,5 cm. Powloka ma mie¢ dodatni ladunek na swej
zewngtrznej powierzchni, rozlozony z takg gestoscig powierzch-
niowa o, aby natg¢Zenie wypadkowego pola elektrycznego na ze-
wnatrz powloki bylo réwne zeru. Oblicz gesto$é o.

21. Dwie naladowane dtugie wsp6losiowe powierzchnie walcowe
majg promienie 3 i 6 cm. Ladunek na jednostke¢ diugosci wynosi
5-107% C/m na wewnetrznym walcu i —7-10~% C/m na zewnetrz-
nym walcu. ZnajdZ natgzenie pola elektrycznego dla radialnej od-
legtosci od wspélnej osi: a) r =4 cm, b) r = 8 cm. il

22. Dhugi nieprzewodzacy walec o promieniu 4 ¢m jest natado-
wany niejednorodnie, z objetosciows gestoscig fadunku p, ktdéra
jest funkcjg odlegloéci radialnej » od osi walca, okre§long wzorem
p = Ar?, gdzie A = 2,5 nC/m°. Jaka jest warto$é natezenia pola
elektrycznego w odleglosci: a) 3 cm, b) 5 cm od osi walca?

23. Na rysunku 24.30 przedstawiono licznik Geigera—Miillera,
czyli przyrzad uzywany do wykrywania promieniowania jonizu-
jacego (promieniowania powodujacego jonizacje atoméw). Licz-
nik sklada si¢ z cienkiego, dodatnio natadowanego drutu, oto-
czonego przez wspélosiowa przewodzaca powloke walcowa, na-
tadowang takim samym co do wartosci bezwzglednej tadunkiem
ujemnym. Wewnatrz walca powstaje wigc silne radialne pole elek-
tryczne. Walec zawiera gaz szlachetny pod niskim ci$nieniem.
Gdy czastka promieniowania wpada przez walcowa $cianke do
licznika, jonizuje kilka atoméw gazu. Powstale elektrony swo-
bodne (oznaczone przez e) sg przyciggane do dodatnio natadowa-
nego drutu. Pole elektryczne jest jednak na tyle silne, zZe mig-
dzy zderzeniami z innymi atomami gazu swobodne elektrony
uzyskuja energie, wystarczajaca do zjonizowania tych atomdw.
Powstaje wigc wigcej elek-
tronéw swobodnych i pro-
ces si¢ powtarza, az elek-
trony dotrag do drutu. Po-
wstata ,Jawina” elektronéw
jest zbierana przez drut,
wytwarzajgc sygnal, ktéry
jest uzywany do zarejestro-
wania przejScia wywoluja-
cej ja czastki promienio-
wania. Przyjmujac, ze pro-
mient drutu wynosi 25 wm,
promiefi powloki walco-
wej 1,4 cm, dlugo$¢ rury
16 cm i nat¢zenie pola elek-
trycznego przy wewnetrz-
nej §ciance powloki 2,9 -
10* N/C, oblicz catkowity
fadunek dodatni w drucie.

natadowana
powloka walcowa

Rys. 24.30. Zadanie 23

24. Dhugi, cienki, nieprzewodzacy pret jest natadowany jednorod-
nie z gestoscia liniowg 2 nC/m. Pret jest otoczony wspétosiowa
dtuga, przewodzaca powlokg walcowa (0 wewngtrznym promie-
niu 5 cm i zewnetrznym promieniu 10 cm). Wypadkowy tadu-
nek na przewodniku wynosi zero. a) Jaka jest warto§é natezenia



pola elektrycznego w odleglosci 15 cm od osi preta? Jaka jest po-
wierzchniowa gesto$é fadunku na: b) wewngtrznej, ¢) zewnetrznej
powierzchni przewodnika?

25. Nieskoriczenie dlugi walec o promieniu R jest natadowany
jednorodnie objetosciowo. a) Wykaz, ze w odleglosci » od osi
walca (dla r < R) mamy:

pr

E="—,

28()
gdzie p jest objetoSciows gestoscia tadunku. b) WyprowadZ wy-
razenie dla E, gdy r > R.wienw

24.8. Zastosowanie prawa Gaoussa:
symetria ptaszezyznowa

26. Na rysunku 24.31 przedstawiono przekroje przez dwie
duze, réwnolegle, nieprzewo-

dzace plyty z identycznymi roz-

kladami dodatniego tadunku, +F
z gestoscig powierzchniows o.
Jakie jest nateZenie pola E
w punktach: a) nad plytami, b)
mig¢dzy nimi, ¢) ponizej nich?

Rys. 24.31. Zadanie 26

27. Kwadratowa ptyta metalowa o boku 8 c¢m i zaniedbywalnej
grubosci ma catkowity tadunek 6 - 1075 C. a) Oszacuj warto$é E
natezenia pola elektrycznego tuz nad $rodkiem ptyty (powiedzmy
w odleglosci 0,5 mm) zakladajac, ze fadunek jest roztozony jed-
norodnie na obydwu powierzchniach plyty. b) Oszacuj warto$é
natezenia pola E w odleglosci 30 m (duzej w stosunku do roz-
miaréw plyty) przyjmujac, Ze plyta jest tadunkiem punktowym.

28. Duza, plaska, nieprzewodzaca powierzchnia jest natado-
wana jednorodnie, z ggstoscia powierzchniowg o. W §rodku po-
wierzchni wycieto maly okragly otwér o promieniu R (rys. 24.32).
Zaniedbujac zakrzywienie linii pola w poblizu wszystkich krawe-
dzi, oblicz natezenie pola w punkcie P, w odlegtoéci z od $rodka
otworu na jego osi. (Wskazowka: Zastosuj wzor (23.26) i zasade
superpozycji).

Rys. 24.32. Zadanie 28

29. Na rysunku 24.33 przedstawiono w przekroju mala nieprze-
wodzaca kulke o masie m = 1 mg i tadunku ¢ =2 1072 C (roz-

lozonym jednorodnie w ca-
lej jej objetodei), zawieszong
na izolowanej nici, tworza-
cej kat 6 = 30° z pionowa,
jednorodnie naladowana nie-
przewodzaca plyta. Uwzgled-
niajac silg cigzkosci, dziala-
jaca na kulke i1 zakladajac,
ze plyta rozcigga si¢ daleko
w kierunku pionowym i po-

ziomym, oblicz gesto$¢ po- oy m q
wierzchniowa tadunku ¢ na
plycie. Rys. 24.33. Zadanie 29

30. Dwie duze cienkie plyty metalowe sa ustawione réwnolegle
blisko siebie (rys. 24.16¢). Na swych wewnetrznych powierzch-
niach plyty maja nadmiarowe tadunki przeciwnego znaku o gesto-
§ci powierzchniowej o wartoéci 7 - 1072 C/m?. Plyta natadowana
ujemnie jest z lewej strony. Jaka jest wartos¢ i kierunek natezenia
pola elektrycznego E: a) na lewo od plyt, b) na prawo od piyt,
¢) migdzy plytami?

31. W kierunku prostopadtym do duzej metalowej plyty natado-
wanej ujemnie z gesto$cig powierzchniows fadunku 21076 C/m?
wystrzelono elektron. Je§li poczatkowa energia kinetyczna elek-
tronu wynosi 100 eV i jesli elektron ma si¢ zatrzymaé (ze wzglgdu
na odpychanie elektrostatyczne od ptyty) doktadnie w chwili do-
tarcia do plyty, to w jakiej odlegloéci od plyty powinien zostaé
on wystrzelony?

32. Dwie duze ptyty metalowe, o polu powierzchni 1 m? znaj-
dujg si¢ naprzeciw siebie, w odlegloéci 5 cm i maja jednakowe co
do wartosci bezwzglednej, ale przeciwne ladunki na swych we-
wnetrznych powierzchniach. Jedli warto§¢ E natgzenia pola elek-
trycznego migdzy plytami wynosi 55 N/C, to jaka jest warto§é
ladunku na kazdej ptycie? Zaniedbaj efekty krawgdziowe.

33*. Plaska warstwa o grubosci d jest naladowana jednorodnie
z objgtoSciowa gestoscia tadunku p. ZnajdZ warto$¢ natezZenia pola
elektrycznego we wszystkich punktach przestrzeni: a) wewnatrz,
b) na zewnatrz warstwy, w funkcji odlegtosci x od ptaszczyzny
symetrii warstwy.

24.9. Zostosowonie prowa Gaussa:
symetria sferyczna

34. Strumieni elektryczny przenikajacy przez sferyczng po-
wierzchni¢ Gaussa o promieniu 10 cm, wytworzony przez znajdu-
jacy sie w jej $rodku tadunek punktowy wynosi —750 N -m?/C.
a) Jesli podwoimy promieri powierzchni Gaussa, to jak duzy be-
dzie strumier elektryczny przez t¢ powierzchni¢? Jaka jest wartosé
fadunku punktowego?

35. Sfera przewodzaca o promieniu 10 cm jest natadowana. Jesli
nate¢zenie pola elektrycznego w odleglosci 15 cm od $rodka sfery
ma warto§¢ 3 - 10> N/C i jest skierowane radialnie do $rodka, to
jaki jest wypadkowy tadunek sfery?

Zadania 69



36. Dwie natadowane wspéisrodkowe sfery maja promienie
10 cm i 15 cm. Eadunek na wewnetrznej sferze wynosi 4-1078 C,
a na zewnetrznej sferze 2 - 1078 C. Znajdz natgzenie pola elek-
trycznego w odleglosci: a) r = 12 cm, b) r = 20 cm od $rodka
sfer.

37. Ernest Rutherford napisat w swej pracy z 1911 r.: ,,Aby mieé
jakie§ wyobrazenie o sitach potrzebnych do odchylenia czastki o
o duzy kat, rozwazmy atom, jako uklad zlozony z punktowego
dodatniego tadunku Ze w jego Srodku, otoczonego przez tadunek
ujemny —Ze jednorodnie roztozony w kuli o promieniu R. Na-
tezenie pola elektrycznego E [...] w odleglosci r od Srodka dla
punktu wewngtrz atomu [wynosi]:

E= Ze (1 ry\”»
T dAmgg\r2  R})
Sprawd? ten wzér.

38. Wzér (24.11) (E = o/gp) okrefla nat¢zenie pola elekirycz-
nego w punktach w poblizu naladowanej powierzchni przewo-
dzacej. Zastosuj ten wzdr do przewodzacej sfery o promieniu r
i fadunku g i pokaz, ze natgzenie pola elektrycznego na zewnatrz
sfery jest takie samo, jak nat¢Zenie pola fadunku punktowego,
umieszczonego w Srodku sfery.

39. Proton o predkosci v = 3 - 10° m/s porusza si¢ po orbicie,
znajdujacej si¢ tuz nad naladowang sfera o promieniu r = 1 cm.
Jaki jest tadunek na sferze? o

40. Eadunek punktowy +g znajduje sie w $rodku elektrycznie
obojetnej, sferycznej przewodzacej powloki o wewnegtrznym pro-
mieniu g i zewngtrznym promieniu b. Jaki tadunek wystgpuje na:

a) wewnetrznej, b) zewnetrznej powierzchni powloki? Jakie jest”

natezenie wypadkowego pola elektrycznego w odleglosci r od
$rodka powloki, jesli: ¢) r < a,d) b > r > a, e) r > b? Naszkicuj
linie pola dla tych trzech obszaréw. Jakie jest natgzenie wypad-
kowe pola elektrycznego, wytworzonego dla r > b przez: f) fadu-
nek punktowy w Srodku i fadunek na powierzchni wewngtrznej,
g) tadunek na powierzchni zewngtrznej? Na zewnatrz powloki
dodano teraz fadunek punktowy —g. Czy ten ladunek punktowy
zmieni rozkiad fadunku na: h) zewnetrznej, i) wewnetrznej po-
wierzchni? Naszkicuj linie pola w obecnej sytuacji. j) Czy na ten
drugi tadunek punktowy dziala niezerowa sila elektrostatyczna?
k) Czy na pierwszy tadunek punktowy dziala niezerowa wypad-
kowa sita elektrostatyczna? 1) Czy w tym przypadku zostata na-
ruszona trzecia zasada dynamiki Newtona?

41. Nieprzewodzaca kula o promieniu R jest niejednorodnie na-
Tadowana z gestoscig objetosciowa p = psr/R, gdzie p; jest stala,
a r jest odlegtoscig od $§rodka kuli. Pokaz: a) ze catkowity fadunek
kuli wynosi Q = mp,R?, b) ze:

1 g

LI

= 41'(80 R4

okre§la warto§¢ natezenia pola elektrycznego wewnatrz kuli. i

70 24. Prawo Gaussa

42. Atom wodoru mozna rozwazaé jako uktad zlozony z punk-
towego protonu o dodatnim tadunku +e w §rodku atomu i elek-
tronu o ujemnym ladunku —e, rozfozonym wokét protonu z gg-
stofcig objetosciowa p = Aexp(—2r/ap), gdzie A jest stala,
ag = 0,53 - 1071° m jest promieniem Bohra, a r jest odleglo-
$cig od $rodka atomu. a) Korzystajac z faktu, ze atom wodoru
jest elektrycznie obojetny, znajdZ A. b) ZnajdZ nast¢pnie natgze-
nie pola elektrycznego, wytworzonego przez atom w odleglosci
(od protonu) réwnej promieniowi Bohra.

43. Na rysunku 24.34 przedstawiono kul¢ o promieniu a
i fadunku +¢, naladowang jednorodnie objetosciowo i wspél-
§rodkowa z nig sferyczna przewodzaca powioke o wewnetrz-
nym promieniu b i zewngtrznym promieniu c. Ladunek wy-
padkowy powloki wynosi
—q. ZnajdZ wzory okre§la-
jace natgzenie pola elek-
trycznego w funkcji odle-
gloéci r od §rodka: a) we-
wnatrz kuli (r < a), b) mie-
dzy kulg i powloka (@ <
r < b), c) wewnatrz po-
wloki (b < r < ¢), d) na
zewnatrz powloki (r > ¢).
e) Jakie sa fadunki na we-
wngtrznej i zewnetrznej po-
wierzchni powloki?

Rys. 24.34. Zadanie 43

44. Na rysunku 24.35a przedstawiono sferyczna powtoke natado-
wang jednorodnie z ggstoscia objgtoéciowa p. Wykre§l zaleznos$¢
natezenia E pola, wytworzonego przez powloke od odleglosci
r od $rodka powloki, w zakresie od O do 30 cm, przyjmujgc
p=1-10°C/m* a=10cmib =20 cm.

a)
Rys. 24.35. Zadania 44 i 45

45. Na rysunku 24.35b przedstawiono nieprzewodzacy sferyczna
powloke, 0 wewnetrznym promieniu a i zewnetrznym promie-
niu b, naladowang dodatnio z ggsto$cia objetosciowa p = A/r
(wewnatrz powloki), gdzie A jest stala, a r jest odlegloscig od
§rodka powtoki. Dodatkowo w $rodku powloki znajduje sig¢ do-
datni fadunek punktowy g. Jaka powinna by¢ warto$¢ A, aby pole
elektryczne w powloce (@ < r < b) bylo jednorodne? (Wska-
zowka: Stala A zalezy od a, lecz nie zalezy od b).




46*. Nieprzewodzaca kula jest natadowana jednorodnie z gesto-
$cig objetosciowa p. Niech 7 bedzie wektorem od Srodka kuli do
punktu P wewnatrz kuli. a) Pokaz, Ze nateZenie pola elektrycz-
nego w punkcie P jest dane wzorem E = p7/(Bgp). (Zauwaz,
Ze wynik jest niezalezny od promienia kuli). b) W kuli wycieto
nastepnie kulistag wneke, jak przedstawiono na rysunku 24.36. Ko-
rzystajac z zasady superpozycji pokaz, ze nateZenie pola elektrycz-
nego we wszystkich punk-
tach wneki jest jednakowe
i réwne E = pa/(3ey),
gdzie a jest wektorem polo-
zenia Srodka wngki wzgle-
dem $rodka kuli. (Zauwaz,
ze ten wynik jest niezalezny
od promienia kuli i promie-
nia wneki).

Rys. 24.36. Zadanie 46

47*. Sferycznie symetryczny, ale niejednorodny, objetosciowy
rozklad fadunku powoduje powstawanie pola elektrycznego o na-
tezeniu E = Kr*, skierowanego radialnie od $rodka sfery, gdzie r
jest odlegloscia od Srodka sfery i K jest stala. Jaka jest gestos$é
objetosciowa p tak rozlozonego tadunku?

Zadanie dodatkowe

48. Tajemnica proszku czekoladowego. Eksplozje, wywolane
przez wyladowania elektrostatyczne (iskry), stanowia powazne

niebezpieczenstwo w urzadzeniach przetadowujgcych ziarno lub
proszek. Eksplozja taka wystapita w proszku czekoladowym, w fa-
bryce herbatnikéw, w latach siedemdziesigtych XX wieku. W fa-
bryce tej robotnicy zwykle oprézniali dostarczone worki z prosz-
kiem do skrzyni tadunkowej, z ktérej proszek byt wdmuchiwany
przez uziemione rury z polichlorku winylu do silosa. Gdzies na tej
drodze wystapily dwa warunki konieczne, aby nastgpita eksplozja:
1) Warto$¢é natgzenia pola elektrycznego wyniosta 3 - 106 N/C lub
wigcej, tak ze nastapilo przebicie elektryczne i iskrzenie. 2) Ener-
gia iskry wyniosta 150 mJ lub wiecej, tak Ze doszlo do eksplozji
proszku. SprawdZ, czy warunek (1) mégt byé spelniony przy prze-
plywie proszku przez rury z polichlorku winylu.

Zaloz, ze strumiefi ujemnie natadowanych ziarenek proszku
jest wdmuchiwany przez walcows, rur¢ o promieniu R = 5 cm.
Przyjmij, ze proszek 1 jego tadunek sg rozlozone jednorodnie
w rurze z gesto$cia objetosciowg ladunku p. a) Korzystajac z
prawa Gaussa, znajdZ wyrazenie na warto$¢ nat¢Zenia pola elek-
trycznego E w rurze, jako funkcje odleglosci r od osi rury.
b) Czy wartos¢ nat¢Zenia maleje, czy ro$nie wraz ze wzrostem
r? c¢) Czy natgzenie pola elektrycznego E jest skierowane ra-
dialnie do osi, czy od osi? d) Przyjmujagc gesto$¢ objetosciows
fadunku p = 1,1. 1073 C/m® (typowa w fabryce herbatnikéw),
znajdz maksymalna warto$¢ natgzenia pola elektrycznego i okresl,
gdzie wystgpuje ta maksymalna warto§é. e) Czy iskrzenie moglo
wystapi¢, a jeSli tak, to gdzie? (Dalszy ciag tej historii poznasz
w zadaniu 57 w rozdziale 25).



