12. Dynamika ruchu
obrotowego |

12-1. Wstep

W rozdziale 11 rozwazaliSmy kinematyke ruchu obrotowego. W tym rozdziale, poste-
pujac analogicznie jak w przypadku ruchu postgpowego, zajmiemy si¢ przyczynami ruchu
obrotowego, ktore sa przedmiotem badan dynamiki ruchu obrotowego. Uklady podle-
gajace ruchowi obrotowemu zlozone sa z punktéw materialnych, a my juz nauczyli$my si¢
stosowa¢ prawa mechaniki klasycznej do opisu ruchu tych punktéw. Dlatego tez dynamika
ruchu obrotowego nie powinna zawiera¢ Zadnych zasadniczo nowych cech. Podobnie
kinematyka ruchu obrotowego nie wprowadza zasadniczo nowych poj¢é; jej parametry
0, w i o odpowiadaja parametrom x, v i a ruchu postgpowego dla punktéw materialnych,
z ktdrych sklada si¢ obracajacy si¢ uklad. Jednakze podobnie jak w rozdziale 11, wygodniej
jest nadaé pojeciom ruchu postepoweégo nowa postaé, specjalnie wybrana dla opisu ukfa-
dow obracajacych sig.

W rozdziale 11 ograniczyliSmy nasze rozwazania nad kinematyka do pojedynczego,
lecz bardzo waznego, szczegdlnego przypadku, to jest do ciala sztywnego obracajacego si¢
dookota nieruchomej osi w ukladzie odniesienia, w ktérym dokonywali$my naszych po-
miaréw. W dynamice ruchu obrotowego przyjmiemy na poczatku bardziej podsta-
wowy punkt widzenia, zajmiemy si¢ pojedynczym punktem materialnym obserwowanym
w inercjalnym ukladzie odniesienia. Nasze wnioski uogélnimy pozniej na uklady punktow
materialnych, wiaczajac w to, jako szczegélny przypadek, ciala sztywne, obracajace si¢
dookota nieruchomej osi. W rozdziale 13, bedziemy omawiaé ruch obrotowy cial sztyw-
nych dookola osi, ktore nie sa nieruchome w inercjalnym ukladzie odniesienia.

12-2. Moment sily dzialajgcej na punkt materialny

W ruchu postgpowym sil¢ wiazemy z liniowym przyspieszeniem ciata. Jaka zas wielkos¢
bedziemy wiazaé z kqtowym przyspieszeniem ciala w ruchu obrotowym? Nie moze to by¢
po prostu sita. Jak nas bowiem uczy doswiadczenie z cigzkimi drzwiami obrotowymi, dana
sita (wektor) moze powodowaé rézne katowe przyspieszenia drzwi, zaleznie od tego,
gdzie sila ta jest przytozona i w jakim kierunku. Sita przytozona wzdluz zawiaséw nie moze
wytworzy¢ zadnego przyspieszenia katowego, podczas gdy sila o tej samej wartosci licz-
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bowej, przytozona pod katem prostym do drzwi na ich zewnetrznej krawedzi, nadaje im
maksymalne przyspieszenie.

Dla ruchu obrotowego wielkos¢, ktora jest odpowiednikiem sity w ruchu postgpowym,
bedziemy nazywali momentem sily lub momentem obrotowym. Zdefiniujemy teraz moment
sity dla szczegdlnego przypadku pojedynczego punktu materialnego, obserwowanego
w inercjalnym ukladzie odniesienia. PoZniej rozszerzymy pojecie momentu sity dla ukladéw
punktéw materialnych (wiaczajac w to ciala sztywne) i pokazemy, Ze moment sily jest
istotnie zwigzany z przyspieszeniem katowym.

Jezeli sita F dziala na pojedynczy punkt materialny znajdujacy si¢ w punkcie P, ktorego
polozenie wzgledem poczatku O inercjalnego ukladu odniesienia reprezentuje wektor r
(rys. 12-1), to moment sily © wzgledem poczqtku ukladu O definiujemy nastepujaco:

Tt =rxF. (12-1)
Moment sity jest wielkoscia wektorowa. Jego wartos¢ bezwzgledna wynosi
T = rFsin0, (12-2a)

X

Rys. 12-1. Sila F przylozona jest w punkcie P, ktorego polozenie wzgledem poczatku ukltadu okresla wek-
tor r. Sita ta tworzy kat 6 z wektorem r. T jest momentem sity wzgledem punktu O, jego kierunek jest pro-
stopadly do plaszczyzny utworzonej przez r i F, zgodnie z regula prawej reki

gdzie § jest katem pomiedzy r i F; kierunek wektora momentu sity jest prostopadty do
plaszczyzny wyznaczonej przez r i F, a zwrot zwiazany z regula prawej reki dla iloczynu
wektorowego dwoch wektorow. Jezeli zagigte palce prawej reki przesuwaja wektor r
w kierunku wektora F poprzez mniejszy kat, to duzy palec wskaze zwrot wektora 7.
Wymiarem momentu sily jest iloczyn sity przez dtugos$é. Uzywajac podstawowych
wymiaréw M, L, T (masa, dlugos¢, czas), wymiar momentu sity wyrazamy jako ML2T 2.
Jest to taki sam wymiar, jak wymiar pracy, jednakze moment sily i praca sa catkowicie réz-
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nymi wielko$ciami fizycznymi, np. moment sily jest wektorem, a praca skalarem. Jednostka
momentu sity jest N+ m oraz pochodne tej jednostki.

Zwracamy uwage (réwnanie (12-1)), ze moment sily zalezy nie tylko od wartosci sily
i jej kierunku, lecz takze od punktu przylozenia tej sity wzglgdem poczatku ukladu, to jest
od wektora r. W szczeg6lnosci, kiedy punkt materialny P znajduje si¢ w poczatku ukladu,
tak, Ze linia dziatania sity F przechodzi przez poczatek ukladu, r jest réwne zeru i moment
sity © jest rowniez réwny zeru.

Wartos¢ bezwzgledna momentu sily © (réwnanie (12-2a)) mozZemy napisa¢ jako

T = (rsin6)F = Fr, (12-2b)

albo jako

7 = r(Fsinf) = rF; (12-2¢)
b)

Rys. 12-2. Przedstawione plaszczyzny sa okreslone przez wektory r i F (rys. 12-1). (a) Warto$¢ © rowna
si¢ Fr, (rébwnanie 12-2b) albo rF, (réwnanie 12-2c). (b) Odwrécenie F pociaga za soba zmiang kierunku
T 0 180°, lecz warto$é pozostaje ta sama. (¢) To samo dotyczy wektoréw r i 7. (d) Odwrécenie Fir jed-
nocze$nie — pozostawia zaro6wno kierunek jak i warto$¢ nie zmienione. Kierunki t© przedstawiaja znaki
® (prostopadle nad plaszczyzng rysunku — ostrze (grot strzaly) i ® (prostopadle pod plaszczyzng rysunku
— koniec strzaly)

w wyrazeniach tych, jak wida¢ na rys. 12-2a, r, (= rsinf) jest sktadowa r prostopadia do
linii dziatania sity F, a F, (= Fsin0) jest skladowa F prostopadta do wektora r. Wielkos¢ r
w réwnaniu (12-2b) nazywana jest ramieniem sily. Z réwnania (12-2c) wynika, Ze tylko
skladowa F prostopadla do r wplywa na warto$¢ momentu sily. W szczegolnosci kiedy
6 = 0 albo 180°, sktadowa prostopadla sily (F, = Fsinf = 0) znika, linia dzialania sily
przechodzi przez poczatek ukladu i ramig¢ sity r, jest réwniez réwne zeru. W tym przy-
padku zaréwno réwnanie (12-2b), jak i (12-2c) wykazuja, ze moment sily jest rowny zeru.
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Jezeli odwrécimy kierunek sity F (patrz rys. 12-2b), to warto$¢ bezwzgledna momentu
sily pozostanie nie zmieniona, a kierunek wektora momentu sity odwrécony. Podobnie,
jezeli odwrdcimy kierunek r (patrz rys. 12-2c), czyli zmienimy punkt przylozenia sily F,
to warto$¢ momentu sily T pozostanie nie zmieniona, a kierunek wektora T ulega znowu
odwrdceniu.

Jezeli odwrocimy zaréwno r, jak i F (patrz rys. 12-2d), to wéwczas zaréwno wartosé,
jak i kierunek momentu sily pozostang bez zmiany. Wnioski te wynikaja formalnie z faktu,
ze (1) sinf = sin(180°—0), tak ze na wartos¢ T w réwnaniu (12-2a) to nie wplywa; (2)
odwrocenie kierunku jednego wektora w iloczynie wektorowym (albo r albo F) zmienia
kierunek iloczynu wektorowego; (3) odwrdcenie kierunkéw obydwu wektoréw w iloczynie
wektorowym (r, F) pozostawia kierunek iloczynu wektorowego nie zmieniony. Czytelnik
moze latwo sprawdzi¢ kierunek wektora T (na rys. 12-2), stosujac regule prawej reki.

12-3. Moment pedu punktu materialnego

Majac do czynienia z ruchem postegpowym ukladéw punktéw materialnych (wlaczajac
w to rowniez ciala sztywne) stosowaliSmy pojecie pedu. Wiemy, ze w zderzeniach ped jest
zachowany. Dla pojedynczego punktu materialnego ped réwna si¢: masa x predkosé,
p = mv (réwnanie (9-11)); dla ukladu punktéw materialnych P = My, (réwnanie
(9-15)), gdzie M jest catkowita masa ukladu, a v,,,, — predkoscig srodka masy. Co bedzie
odpowiednikiem pgdu w ruchu obrotowym? Wielko$¢ te bedziemy nazywaé momentem
pedu i zdefiniujemy ja poniZej dla szczegélnego przypadku, to jest dla pojedynczego punktu
materialnego. Pdzniej rozszerzymy t¢ definicje dla ukladéw punktéw materialnych i po-
kazemy, ze moment pedu jest tak samo uzytecznym pojeciem w ruchu obrotowym, jak
ped w ruchu postgpowym.

Rozpatrzmy punkt materialny o masie m i pedzie p, ktérego polozenie wzgledem po-

x
Rys. 12-3. Punkt materialny o masie m i pedzie p znajduje si¢ w punkcie P, ktérego polozenie wzgledem
poczatku ukiadu okresla wektor r. Wektor p tworzy kat 0 z wektorem r. Wektor 1 jest to moment pedu
punktu materialnego wzgledem poczatku ukladu O. Jego kierunek jest prostopadly do plaszczyzny utwo-
rzonej przez wektory r i p zgodnie z regula prawej reki
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czatku O inercjalnego ukiadu odniesienia wyznacza wektor r (rys. 12-3). Definiujemy
moment pedu 1 punktu materialnego wzgledem poczqtku ukiadu O jako

I=rxp. (12-3)

Czytelnik powinien zauwazy¢, ze musimy okresli¢ poczatek O, aby zdefiniowaé po-

zycj¢ wektora r w definicji momentu pedu. Moment pedu jest wektorem. Jego wartosé
obliczamy nastgpujaco:

I = rpsind, (12-4a)
gdzie 0 jest katem pomigdzy r i p. Kierunek tego wektora jest prostopadty do plaszczyzny
wyznaczonej przez wektory r i p, a jego zwrot znajdujemy stosujac regule prawej reki;
tzn. gdy zagicte palce prawej reki przesuwaja r w kierunku p, poprzez mniejszy kat miedzy
nimi, wtedy wyciagnigty palec duzy wskaze zwrot wektora I

WyraZenie na wartos¢ wektora 1 mozemy napisa¢ albo jako
I = (rsinb)p = pr, (12-4b)
albo jako
I = r(psinf) =rp, . (12-4c)
r (= rsinf) w tych wyrazeniach jest skladowa wektora r w kierunku prostopadiym do
kierunku dzialania p, a p,(= psinf) —skladowa p w kierunku prostopadlym do r.
Wielkos¢ r; w réwnaniu (12-4b) czgsto przyjmuje nazw¢ ramienia pedu. Z réwnania (12-4c)
wynika, ze tylko skladowa p prostopadia do r wplywa na moment pedu. Kiedy kat 6 po-
miedzy ri p jest rowny 0 albo 180°, czyli gdy nie ma sktadowe;j prostopadlej p, = psinf =0,
wtedy linia dziatania wektora p przechodzi przez poczatek ukladu i r, jest takze réwne zeru,
W tym przypadku obydwa réwnania (12-4b) i (12-4c) prowadza do wartosci momentu
pedu / réwnej zeru.
Przechodzimy teraz do wyprowadzenia waZnej zaleznosci pomigdzy momentem sity
i momentem pedu. WidzieliSmy, ze sita F = d(mv)/dt = dp/d¢ dla pojedynczego punktu
materialnego. Pomnézmy wektorowo przez r obie strony tego réwnania; otrzymujemy
dp

rxF = l'><>T.

Lecz r x F jest wlasnie momentem sity wzgledem punktu O. MoZemy zatem zapisac, ze

T =rx-%%. (12-5)

Rozniczkujac nastgpnie réwnanie (12-3) otrzymujemy

iil——ql—rx)
dr — dt P

Pochodng iloczynu wektorowego obliczamy w ten sam sposob, jak pochodng zwyklego
iloczynu, pamigtajac przy tym, aby nie zmieni¢ porzadku czynnikéw. Mamy

a _dr o 9
dr ~ ar P ar

Lecz poniewaz dr jest wektorem przemieszczenia punktu materialnego w czasie dt, zatem
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dr/dt jest chwilowa predkoscia punktu materialnego. Wiemy takze, ze p = mv; a wiec
nasze réwnanie przepisujemy w zmienionej postaci:

d dp
= (vxmv)+ert—.

Wiemy tez, ze vxmv = 0, poniewaz iloczyn wektorowy dwoch wektoréw réwnolegtych
jest zawsze réwny zeru. Przeto

dl d
T (12-6)
Przyjrzenie si¢ réwnaniom (12-5) i (12-6) prowadzi do wniosku, ze
1
T= % . (12-7)

Réwnanie to mowi, ze zmiana momentu pedu punktu materialnego w jednostce czasu jest
réwna momentowi sily dzialajqcej na ten punkt. Jest to rownanie ruchu obrotowego, analo-
giczne do réwnania (9-12), ktoére glosi, ze stosunek zmiany pedu punktu materialnego
do czasu, w ktérym ta zmiana nastgpila, jest rowny sile dzialajacej na ten punkt, czyli
2e F = dp/dr.

Réwnanie (12-7), podobnie jak wszystkie réwnania wektorowe, rownowazne jest
trzem réwnaniom skalarnym, czyli

[ d, (41, B dl,) )
o R T R 2 a9

Skladowa x momentu przyloZonej sity dana jest przez skladowa x czasowej zmiany mo-
mentu pedu. To samo dotyczy kierunkéw y oraz z.

Przyklad 1. Punkt materialny o masie m spoczywajacy w punkcie a (rys. 12-4), zaczyna spadaé row-
nolegle do pionowej osi y. (a) Znalez¢ moment sily dziatajacej na m w dowolnej chwili ¢, wzgledem poczatku
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6" \ Rys. 12-4. Punkt materialny o masie m spada pionowo z punktu
\ a. Moment sily i moment pedu wzgledem punktu O sa skiero-
\ wane prostopadle pod plaszczyzng rysunku i oznaczone umow-
F(= mg), p(= mv) nym symbolem ® w punkcie O

uktadu O. (b) Znalez¢ moment pedu punktu m w dowolnej chwili 7, wzgledem tego samego punktu. (c)
Pokazaé, ze zaleznoéé © = dl/d¢ (réwnanie (12-7)) prowadzi do poprawnego wyniku, gdy zastosujemy
ja do tego dobrze znanego zagadnienia.
(a) Moment sily okresla sie z rownania (12-1), czyli z T = rx F, a jego warto$¢ liczbowa wynosi
v = rFsin0.
W tym przykladzie rsinf = b, a F = mg, tak ze
T =mgh=a, czyli ze jest stale.



Widzimy, ze moment sily jest po prostu iloczynem sity (mg) przez ramig sily (b). Regula prawej reki wska-
zuje, ze wektor T jest skierowany prostopadle za powierzchni¢ rysunku.
(b) Moment pedu okres$la nam réownanie (12-3), czyli 1 = rxp, a jego warto$¢ liczbowa wynosi
I = rpsinf.
W przykladzie tym rsinf = b, a p = mv = m(gt), tak ze
1 = mgbt.
Stosujac regule prawej reki widzimy, ze 1 jest skierowane prostopadle za rysunek, co oznacza, ze 1i 7 sa
wektorami rownoleglymi. W miarg uplywu czasu zmienia si¢ tylko warto§¢ wektora 1, jego kierunek
za§ pozostaje w tym przypadku zawsze ten sam.
(c) Poniewaz dl, tj. zmiana 1, oraz T sa réwnolegle, mozemy zamieni¢ wyrazenie wektorowe © = dl/ds
na wyrazenie skalarne
T = dl/dt.
Uzywajac wyrazet na 7 i / z punktow (a) i (b), obliczonych powyzej, otrzymujemy tozsamos$¢:

d
mgh = a(mgbt) = mgb.

Tak wiec zaleznoéé © = dl/ds prowadzi do poprawnego wyniku w tym prostym przypadku. Rzeczywiscie,
jezeli skres§limy stala b z dwoch pierwszych wyrazOw powyzszego wzoru, a na miejsce g¢ wstawimy v, otrzy-
mamy

= d( )
mg—'amv.

Poniewaz mg = F,a mv = p, otrzymujemy znane rownanie F = dp/dt. Zatem jak wskazywaliSmy poprzed-
nio, zaleznosci takie jak T = dl/dt, chociaz czesto szeroko stosowane, nie sa nowymi podstawowymi postu-
latami mechaniki klasycznej, ale sa raczej sformulowaniem newtonowskich praw dla ruchu obrotowego.

Zwracamy uwage, ze wartosci 7 i / w tym przykladzie zaleza od wyboru poczatku ukladu, to znaczy
od b. W szczegblnosci, jezeli b=0,to =01 /= 0.

12-4. Uklady punktow materialnych

Dotychczas zajmowalismy si¢ tylko pojedynczymi punktami materialnymi. Przecho-
dzimy teraz do ukladu wielu punktéw materialnych. Aby obliczy¢ catkowity moment
pedu L ukladu punktéw materialnych wzgledem danego punktu, musimy dodaé¢ wekto-
rowo momenty pedu wszystkich pojedynczych punktéw materialnych uktadu wzgledem
tego samego punktu. Dla ukladu zawierajacego n punktéw materialnych piszemy

n
L=L+L+..L,=)1,
pamigtajac, ze suma (geometryczna), dotyczy wszystkich punktéw materialnych ukladu.

W miare¢ uptywu czasu catkowity moment pedu L ukiadu wzglgdem ustalonego punktu
odniesienia (ktéry wybraliémy, podobnie jak przy definiowaniu 1 za pomoca réwnania
(12-3), za poczatek inercjalnego ukladu odniesienia) moze ulega¢ zmianie. Zmiana ta,
dL/d¢, wynika z dwéch zrédet: (1) sity wewnetrzne dzialajace pomigdzy punktami material-
nymi sa przyczyna momentéw sit dzialajacych na punkty materialne ukladu, (2) sily
zewngtrzne sa przyczyna momentéw sit dzialajacych na punkty materialne ukladu.

Jezeli obowigzuje trzecie prawo Newtona, tzn. jezeli sity pomiedzy dowolnymi dwoma
punktami materialnymi sa nie tylko réwne co do wartosci bezwzgledne;j i przeciwnie skie-
rowane, lecz leza takZe na linii prostej laczacej te dwa punkty, to catkowity wewngtrzny
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moment sily jest rowny zeru. Moment sily kazdej pary sit akcja-reakcja jest bowiem zawsze
réwny zeru.

Tak wigc pierwsze zrédto zmiany momentu pedu w czasie nie daje zadnego wkiadu.
Dla wybranego punktu odniesienia tylko drugie Zrédto pochodzace od sit zewnetrznych
wplywa na zmian¢ momentu pedu, czyli

dL
Tzew = ?{‘; (12-9)
T.ew OZNAcza sume wszystkich zewnetrznych momentow sit dzialajacych na uklad. Innymi
stowy, zmiana calkowitego momentu pedu ukladu punktéw materialnych w Jednostce czasu
wzgledem poczqtku inercjalnego ukladu odniesienia jest réwna sumie zewnetrznych momen-
tow sil dzialajacych na uklad. W rozwazaniach pézniejszych bedziemy opuszczaé dla wy-
gody indeks ,,zew”’ w sytuacjach, w ktérych nie spowoduje to Zadnych nieporozumien.

Réwnanie (12-9) jest uogdlnieniem réwnania (12-7) na uklad wielu punktéw material-
nych. Kiedy mamy tylko jeden punkt materialny, to zaréwno sily wewnetrzne, jak i mo-
menty tych sit nie wystgpuja. Rownanie (12-9) obowiazuje zaréwno wtedy, gdy punkty
materialne wchodzace w sklad uktadu poruszaja si¢ wzglgdem siebie, jak i wtedy, gdy zaj-
muja wzgledem siebie ustalone potozZenie, jak to zachodzi w ciele sztywnym.

Rownanie (12-9) jest w ruchu obrotowym odpowiednikiem réwnania (9-17):

dpP
W >
ktére wskazuje, ze dla ukladu punktéw materialnych (ciala sztywnego albo niesztywnego)
wypadkowa zewngtrzna sifa dzialajaca na uklad réwna si¢ zmianie pedu ukladu w jedno-
stce czasu.

Tak jak to zatozylimy przy wyprowadzaniu réwnania (12-9), obowiazuje ono tylko
wowczas, gdy © i L mierzymy wzgledem poczatku inercjalnego ukladu odniesienia. Mo-
Zemy zapyta¢, czy réwnanie to jest stuszne réwniez dla tych dwéch wektoréw, mierzonych
wzgledem dowolnego punktu (np. jakiego$ punktu materialnego) poruszajacego si¢ uktadu.
Ogdlnie biorac, taki punkt poruszatby si¢ po drodze bardzo zlozonej, w miarg jak ciato
lub uktad punktéw materialnych przesuwalby si¢ albo tez zmieniat swoja konfiguracje;
zatem réwnanie (12-9) nie mogloby by¢ stosowane do takiego punktu odniesienia.

Jednakze, gdy tym wybranym punktem odniesienia bylby $rodek masy ukladu, to
chociaz nie ma on stalego polozenia w naszym ukladzie odniesienia, réwnanie (12-9)
obowigzuje*. Jest to jedna z wazniejszych wlasciwosci $rodka masy. Dzi¢ki niej mozemy
wyodrebni¢ z ogélnego ruchu ukladu punktéw materialnych ruch postepowy jego srodka
masy (réwnanie (9-17)) i ruch obrotowy wokét srodka masy (réwnanie (12-9)).

Foew = (9-17)

12-5. Energia kinetyczna w ruchu obrotowym i moment bezwladnosci

Zwrécimy teraz nasza uwage na szczegdlny przypadek ukiadu punktoéw materialnych,
to jest na cialo sztywne. W ciele sztywnym punkty materialne Zajmuja zawsze te same po-
lozenia wzgledem siebie. Badajac ruch obrotowy ciala SZtywnego rozwazymy najpierw

* Patrz zadanie 10 w tym rozdziale oraz K. R. Symon, Mechanics trzecie wydanie, Addison-Wesley
Publishing Co., 1972, rozdziat 4.2.
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przypadek szczegdlny tego ruchu, w ktérym o$ obrotu jest nieruchoma* w inercjalnym
ukladzie odniesienia. Pdzniej bedziemy badaé bardziej ogdlne uklady i ruchy.

Wyobrazmy sobie teraz cialo sztywne obracajace si¢ z predkoscia katowa w dookola
osi, ktora jest nieruchoma w wybranym ukladzie inercjalnym, jak to pokazuje rys. 11-1.
Kazdy punkt takiego obracajacego si¢ ciala ma pewna energi¢ kinetyczna. Punkt ma-
terialny o masie m i odlegtosci r od osi obrotu porusza si¢ po okregu o promieniu r z pred-
koscia katowa w dookota tej osi i ma predkos¢ liniowa v = wr. Jego energia kinetyczna
wynosi zatem }mo* = jmr’w®. Catkowita energia kinetyczna ciata jest suma energii
kinetycznych wszystkich jego punktow.

Jezeli cialo jest sztywne, jak zalozyliSmy na poczatku tego paragrafu, o jest stale dla
wszystkich punktéw materialnych. Promiesi » moze by¢ rézny dla réznych punktéw. Stad
catkowita energia kinetyczna K obracajacego si¢ ciala wyraza si¢ jako

K = {(mri+myri+ . )ow? = %(Erﬁ;r,’)wz.

Czynnik Zmir? jest suma iloczynéw mas czastek przez kwadraty ich odleglosci od osi
obrotu. Jezeli oznaczymy te wielko$¢ przez I, to

I= Zmir.-’. (12.10)

Wielko$¢ t¢ nazywamy momentem bezwladnosci ciala wzgledem wybranej osi obrotu.
Zwracamy uwagg, ze moment bezwladnosci ciata zalezy od wyboru osi obrotu, od ksztattu
ciala i od sposobu rozmieszczenia masy ciala. Moment bezwladnosci ma wymiar ML2,
Zwykle mierzymy go w kg - m?. Postugujac si¢ pojeciem momentu bezwladnosci przepi-

szemy jeszcze raz wyrazenie na energi¢ kinetyczng obracajacego sig ciala sztywnego w pos-
taci:

K = Llw2. (12-11)
Jest to analogiczne wyrazenie do energii kinetycznej w ruchu postepowym ciata, K = $Mv?.
Widzieli$my juz, ze predkos¢ katowa  jest analogiczna wielkoscig do predkosci liniowej .
Teraz widzimy, Ze moment bezwladnosci 7 jest analogiczna wielkoscia do masy m w ruchu
postepowym. Chociaz masa ciala nie zalezy od jego polozenia, moment bezwladnosci ciala
zalezy od osi, dookota ktdrej cialo si¢ obraca.

Powinnismy zdawac sobie spraweg, Ze energia kinetyczna w ruchu obrotowym, okre$lona
réwnaniem (12-11), jest po prostu suma zwyklych energii kinetycznych ruchu postgpowego
wszystkich czastek ciala, a nie zadnym nowym rodzajem energii. Energia kinetyczna ruchu
obrotowego jest po prostu wygodniejsza forma wyraZenia energii kinetycznej dla obraca-
jacego si¢ ciala sztywnego.

Roéwnania (12-10) i (12-11) wykazuja, ze energia kinetyczna ciala, przy danej predkosci
katowej w, zalezy nie tylko od masy ciala, ale takze od sposobu, w jaki masa ta jest rozlo-
zona wokot osi obrotu. Doswiadczenie zilustrowane na rys. 12-5 pozwala si¢ o tym prze-

* Jak stwierdziliSmy w paragrafie 12-4, ogolny ruch ukladu punktéw materialnych mozemy podzieli¢
na ruch postgpowy jego srodka masy i ruch obrotowy wokot srodka masy. Zatem rozwazania tego roz-
dziatlu odnosza si¢ takze do obrotu dookota osi, ktéra nie jest nieruchoma w inercjalnym ukladzie odnie-
sienia, pod warunkiem, ze (1) o$ przechodzi przez $rodek masy i (2) ze poruszajaca sie o§ ma zawsze ten
sam kierunek w przestrzeni, czyli ze 0§ w kazdej chwili jest rownolegta do osi w chwili nastgpnej. Chociaz
bedziemy czgsto powolywac si¢ na ,,0§ nieruchoma”, termin ten bedzie oznaczal rowniez specjalne przy-
padki osi ruchomych.
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kona¢. Rysunek przedstawia trzy identyczne aluminiowe prety i do kazdego z nich przy-
czepione jest cialo o masie M wykonane z olowiu. W przypadku (a) masa jest roztozona
bardzo blisko wzdtuz preta, tak ze wielkosci r; w réwnaniu (12-10) dla czastek olowiu sg
wzglednie mate; w przypadku (b) czastki sa, $rednio biorac, polozone dalej od preta
iw przypadku (c), w ktérym uformowano pierécier wirujacy, czastki olowiu sg jeszcze
dalej, co odpowiada jeszcze wigkszym wartosciom r;.

M M
(—
Rys. 12-5. Doswiadczenie to ma pokazaé,ze I, < I, <1..
Iq Iy 1. Trzy ciala maja t¢ sama mas¢ M, lecz w réiny sposob
K, Kp ke rozmieszczona wzgledem osi obrotu

Obro¢my teraz kazde z tych cial, nadajac im jednakowa predko$¢ katowa w. Wiemy
z do$wiadczenia, Ze do nadania tej predkosci pretowi (a) potrzebna jest stosunkowo mata
praca, nieco wigksza potrzebna jest pretowi (b), a jeszcze wigksza pretowi (c). W istocie,
gdybysmy nie byli pewni, ktére cialo zwiazane jest z ktérym pretem, moglibySmy latwo
to sprawdzi¢, przeprowadzajac powyZsze doswiadczenie. Poniewaz wykonana praca na-
dajaca predkosé obrotowa kazdemu z pretéw jest rowna energii kinetycznej $lw?, a wynik
doswiadczenia wskazuje, ze K, < K, < K, — gdy kazdy pret uzyskuje t¢ sama predkosé
katowa — dochodzimy do wniosku, ze I, < I, < I.. Jest to wlasnie doktadnie to, czego
oczekiwaliSmy na podstawie definicji momentu bezwiadnosci 7 (réwnanie (12-10)). W pa-
ragrafie 12-6 zobaczymy, Ze tak jak masa M, ktéra mozemy nazywaé bezwladnoscia, jest
miarg oporu stawianego przez cialo przy zmianie jego ruchu postgpowego, tak /— mo-
ment bezwladnosci — jest miara oporu stawianego przez cialo, przy zmianie jego ruchu
obrotowego dookota danej osi.

Przyklad 2. Rozwazmy cialo skladajace si¢ z dwoch kul o masach 5,0 kg kazda, polaczonych ze
soba lekkim, sztywnym pretem o diugosci 1 m (rys. 12-6). Kule traktujemy jako czastki punktowe, a masg

preta pomijamy. Obliczy¢ moment bezwladnosci: (a) wzgledem osi normalnej przechodzacej przez srodek
ukladu C, (b) wzgledem osi normalnej przechodzacej przez jedna z kul.

5 kg 5 kg

Im >
Rys. 12-6. Przykfad 2. Obliczanie momentu bezwladnosci cigzarkéw polaczonych pretem

18*
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(a) Gdy o5 obrotu jest prostopadta do preta taczacego kule i przechodzi przez C, moment bezwlad-
nosci wynosi

I = Y muri = mard+myri = (5,0 kg)(0,5 m)*+(5,0 kg) (0,5 m)* = 2,5 kg- m?.

(b) Jezeli o obrotu jest normalna do plaszczyzny rysunku i przechodzi przez kulg A albo B, to mozemy

napisa¢ dwa roéwnania na moment bezwladnosci:

I, = meri+myré = (5,0 kg) (0 m)>+(5,0 kg) (1,0 m)> = 5,0 kg* m2,

Is = mer2 +myrg = (5,0 kg) (1,0 m)2+ (5,0 kg)(0 m)? = 5,0 kg- m2.
Zatem moment bezwladnosci jest dwa razy wigkszy, gdy o obrotu przechodzi przez jeden z koricow, niz
w przypadku, gdy o$ przechodzi przez srodek ukladu.

Dla ciata sztywnego, ktore nie sklada si¢ z oddzielnych mas punktowych, lecz ma ciagly
rozklad masy, wyrazenie okreslajace moment bezwladnosci jest bardziej zlozone. Proces
sumowania we wzorze I = zm;r? zastgpujemy procesem calkowania. WyobraZmy sobie
ciato podzielone na nieskonczenie mate elementy o réwnych masach dm. Niech r oznacza
odlegtos¢ kazdego takiego elementu od osi obrotu. W takim przypadku moment bezwlad-
nosci otrzymujemy z wyraZenia

I ={rdm, (12-12)

gdzie calkowanie odbywa si¢ po calej objetosci ciala. Przejscie od sumowania dla nie-
ciaglego rozkladu masy do catkowania dla ciaglego rozkladu jest takie samo, jak przy
omawianiu srodka masy w paragrafie 9-1. Dla cial o nieregularnym ksztalcie proces cal-
kowania moze by¢ trudny do przeprowadzenia. Dla cial o prostym geometrycznym ksztal-
cie catkowanie daje si¢ latwo przeprowadzié, gdy za o$ obrotu obierzemy o$ symetrii
tego ciafa.

Dla przyktadu wezmy rurg cylindryczng, obracajaca si¢ dookola swej osi (rys. 12-7).
Najbardziej wygodnym, nieskoniczenie malym elementem masy bedzie powloka cylin-

Rys. 12-7. Obliczanie ‘momentu -bezwladnosci rury cylin-
drycznej
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dryczna o promieniu r, grubosci dr i dtugosci L. Jezeli gestos¢ materiatu, czyli ilosé masy
na jednostke objetosci oznaczymy przez g, to
dm = ordV,
gdzie dV jest objgtoscia cylindrycznej powloki o masie dm. Wiemy, ze
dV = Q2nrdr)L,

stad
dm = 2nLordr.
Zatem moment bezwladnosci wzgledem osi cylindra wynosi
R,
I= Sr’dm = 2nL S or3dr.
Ry

R, oznacza tu wewnetrzny promien cylindra, a R, — zewnetrzny.

Jezeli cialo ma zmienna gesto$¢ g, to powinni$my znaé zalezno$é tej gestosci od r
albo od innych wspétrzgdnych i uwzglednié to przy catkowaniu. Przyjmijmy jednak dla
uproszczenia, ze gestos$¢ ciala jest stala w calej objetosci cylindra. Wtedy

R 4_pa 2, p2
I=2xnlp S r3dr = 21tLng4—Rl= om(R3 —Rf)Lj%&.
Ry
Calkowita masa cylindra M réwna sig iloczynowi gestosci przez objetos¢ w(RZ2—R3)L,
czyli
M = on(R:—R}HL.
Moment bezwladnosci rury cylindrycznej (albo pierscienia) o masie M, wewngtrznym
promieniu R, i zewngtrznym R,, wynosi zatem
I = IM(R?+R2)
wzgledem osi cylindra. Jezeli promieri wewnetrzny znika, czyli R, = 0, to mamy walec
pelny (albo krazek), zatem
I = 1MR?,
gdzie R jest promieniem pelnego walca o masie M.
Cylinder przejdzie w obrecz, gdy grubosé jego $cianek bedzie bardzo mata. W tym
przypadku
R, @ R, =R,
i wyrazenie
I = MR?
bedzie momentem bezwladnosci obrgczy o masie M i promieniu R wzgledem osi symetrii
obreczy.

Wzér ten jest oczywisty dla cienkiej obreczy, poniewaz kazdy element masy obreczy
znajduje si¢ w tej samej odleglosci R od osi obrotu. Walec pelny (albo krazek), o tej samej
masie co obrecz, bedzie mial mniejszy moment bezwladnosci niz obrecz, poniewaz wigcksza
cz¢s¢ masy walca (albo krazka), znajduje si¢ w mniejszej odleglosci od osi obrotu niz R.

Tablica 12-1 podaje momenty bezwladnosci kilku typowych bryt wzgledem pewnych osi.
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Tablica 12-1

obrecz (wzgledem
osi obreczy)

I = MR?

pierécien (wzgledem
osi pierscienia)

b)

walec petny
(wzgledem osi

walec peiny albo
dysk (wzgledem

(wzgledem osi
symetrii prostopadiej
do preta)

walca) Srednicy przechodzg-
-cej przez srodek
walca)
©) d)
cienki pret cienki pret

(wzgledem osi
przechodzacej przez
jeden z jego
koncow prostopadiej

do preta)
y

2R (wzgledem

j - ) de 2R powloka
0 owolnej sferyczna
) $rednicy) (wzgledem
dowolnej
$rednicy)
2‘
9 I=2MR h)

bardzo cienka

obrecz (wzgledem
dowolnej $rednicy)

obrecz (wzgledem
dowolnej linii -
stycznej)

J)

Kazdy z tych wzoréw otrzymujemy w drodze catkowania przeprowadzonego podobnie jak

w przypadku cylindra. M w kazdym z podanych réwnan oznacza mas¢ catkowita.
Istnieje prosta zaleznos¢ migdzy momentem bezwladnosci ciala wzgledem danej osi

I a jego momentem bezwladnosci I, . wzgledem osi przechodzqcej przez Srodek masy
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i rownolegltej do poprzedniej. Jezeli M jest calkowita masa ciata, a h — odlegtoicia
migdzy osiami, to spelnione jest rdwnanie

I =1, +Mh. (12-13)

Dowdd tej zaleznosci (twierdzenie Steinera) jest nastgpujacy. Niech punkt C bedzie Srodkiem masy ciala
o dowolnym ksztalcie, ktorego przekrdj przedstawia rys. 12-8. Srodek masy ma wspolrzedne Xsr.m. i Vir.m. -
Wybieramy plaszczyzne xy tak, ze zq.m, rowna si¢ zeru, czyli ze C lezy na tej plaszczyznie. Rozwazmy teraz
punkt P o wspolrzednych (xe.m.+a) i (Ver.m.+5). Odleglos¢ tego punktu od srodka masy wynosi h =
= l/ a2+ b2, Kwadrat odleglosci elementu masy m; od osi przechodzacej przez punkt C rowna si¢ xi + y7,

x-

i
Cx¢rm Ysrm.)

Rys. 12-8. Wyprowadzenie twierdzenia Steinera. Znajac moment bezwladnosci wzglgdem C, mozemy
znalezé jego warto$¢ wzgledem P

gdzie x; i y; sa wspolrzednymi tego elementu. Natomiast kwadrat odlegtoici tego samego elementu m;
od osi przechodzacej przez punkt P wynosi (x;—a)?+ (y;—b)*. Stad moment bezwladnosci wzgledem osi
przechodzacej przez punkt P zapiszemy w postaci:

I=Y mlta—@?+ G0l = Y mcd+y])=2a 3 mxi=2b 3 miyi+ @ +6%) 3 mi.

Z definicji srodka masy mamy

Dmxi =Y my =0,

zatem dwa wyrazy $rodkowe znikaja. Pierwszy wyraz jest po prostu momentem bezwladnosci ir,m, Wzgle-
dem osi przechodzacej przez $rodek masy, a drugi wyraz réowna si¢ Mh?. Dlatego tez moment bezwiadnosci
ciala wzgledem osi przechodzacej przez punkt P wynosi I = Ii.m.+ Mh2.

Przy pomocy wzoru (12-13) niektére zaleznosci z tablicy 12-1 mozna otrzymaé z
poprzednich. Na przykiad (f) wynika z (), (j) wynika z (i), gdy uwzglgdnimy réwnanie
(12-13). Wyprowadzona formutla okaze si¢ szczeg6lnie potrzebna przy rozwigzywaniu za-
dan, w ktérych mamy do czynienia z ruchem ztozonym, postgpowo-obrotowym.

279



12-6. Dynamika ciala sztywnego

W paragrafie tym bedziemy dalej zajmowali sie ruchem obrotowym ciala sztywnego
dookota osi nieruchomej w inercjalnym ukladzie odniesienia*. Przede wszystkim wprowa-
dzimy pojgcie momentu sity w zastosowaniu do ciala sztywnego, a pézniej powigzemy mo-
ment sily z przyspieszeniem katowym tego ciala poruszajacego sie ruchem obrotowym.,

Przypusémy, ze przykladamy sit¢ 0 momencie © do jednego z punktéw ciala sztywnego.
Poniewaz wszystkie punkty prawdziwie sztywnego ciala pozostaja w ustalonych wzajemnych
odlegtodciach, to mozemy powiedzie¢, ze przytozona sita dziala na cale cialo sztywne.
Ogdlnie biorac, wektor = nie bedzie lezal wzdtuz osi, dookota ktérej ciato sztywne moze sig
obraca¢. W tym paragrafie nie jesteSmy zainteresowani momentami sit przylozonych do
ciata, lecz tylko ich skladowymi lezacymi wzdtuz osi obrotu**, bowiem tylko te sktadowe
moga powodowac obrét ciata dookota wybranej osi. Skladowe momentu sity prostopadte
do osi obrotu staraja si¢ ja wytraci¢ z ustalonego potozenia. Na wstepie zatozyliSmy jednak,
Ze 0§ pozostaje W ustalonym polozeniu. Ciato sztywne moze by¢ przytwierdzone do
sztywnego preta, ktory zajmuje ustalone polozenie dzigki tozyskom znajdujacym si¢ na
jego koricach. Jezeli moment przytozonej sity ma sktadowe prostopadie do tego preta,
starajace si¢ go obrdci¢, to pojawi si¢ automatycznie réwny co do wartosci i przeciwnie
skierowany moment sity tozysk na pret, rGwnowazac efekt skladowych prostopadtych.

Rysunek 12-9 (poréwna¢ z rys. 11-3) przedstawia fragment ciata sztywnego, ktére moze
obracaé si¢ dookola osi z w inercjalnym ukladzie odniesienia. Sila F, lezaca umownie
w plaszczyZnie xy, dziata na punkt P ciala sztywnego. Polozenie P wzgledem osi obrotu
(osi z) definiuje wektor r. Sita dzialajaca na punkt P dziata tym samym na ciato sztywne
jako catosé, co wyraza réwnanie (12-1) albo

T =rxF.

-

Rys. 12-9. Sita F dziala na punkt P ciala sztywnego, tworzac
moment sity * = rxF wzgledem osi prostopadiej do plasz-
erune czyzny rysunku przechodzacej przez punkt O. Zaznaczone jest
/ 7 dzs'i?:la;'a ramig sity r;. Wektor T jest skierowany prostopadle do plasz-
ramig sity czyzny rysunku

.
/ kierunek

Poniewaz wybrali$my r i F w plaszczyznie xy, wigc moment sity « bedzie skierowany wzdhz
osi z. Z reguty prawej reki wynika, ze wektor T bedzie skierowany prostopadle nad plasz-
czyzng xy (rys. 12-9). Jezelir i F nie lezatyby w plaszczyznie rysunku, to v nie bylby réwno-

* Patrz odnosnik na str. 274.
** Tak jak dla kazdego innego wektora, mozemy mowié o wektorowej sktadowej momentu sity w do-
wolnym kierunku; moze to by¢ dana o§ obrotu. Dla momentu sily — oraz dla innych wielkosci katowych —
czgsto moéwimy o skladowej wzgledem danego kierunku czy osi. Znaczenie jest to samo.
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legty do osi z i rozpatrywalibysmy tutaj tylko jego skladowe wzdluz tej osi. Warto$é ©
obliczamy z rownania (12-2) albo z
Tt = rFsin0,

co, jak wiemy, moze by¢ napisane w postaci v = rF, albo v = Fr,.

Przyklad 3. Kolo wagonu moze si¢ obraca¢ dookota osi poziomej przechodzacej przez punkt O.
Do szprychy przyktadamy sit¢ 10 kG w punkcie P odleglym od osi 0 30 cm. Odcinek OP tworzy z po-
ziomem (osig x) kat 30°. Sita F lezaca w plaszczyZznie kota tworzy z poziomem kat 45° (z osig x-6w). Jaki
jest moment sily dzialajacej na kolo?

y
F \\FJ./
%
“ARo
RAVAE:
- B —--N\-L-  30°

Rys. 12-10. Przyklad 3

Kat mi¢dzy wektorem r taczacym punkty O i P a przylozona sila F (rys. 12-10) oznaczamy przez 6.
Lecz

0 = 45°—30° = 15°.
Stad warto$§¢ momentu sily wynosi
T = rFsin6 = 0,3 m- 10 kG -sin15° = 0,78 kG - m.
Ten sam wynik otrzymamy, oczywiscie, stosujac wzory: T = rF, lub = = Fr;. Moment sily jest wektorem
(t = rx F) skierowanym poza plaszczyzn¢ rysunku i lezacym na osi obrotu. Jego wartos¢ bezwzgledna
wynosi 0,78 kGm.

Znajdziemy teraz zalezno$¢ pomigdzy momentem sity przylozonej do ciata sztywnego
(rys. 12-9) i jego przyspieszeniem katowym. W ciagu nieskoriczenie krétkiego przedziatu
czasu dt cialo sztywne obroci si¢ o nieskoriczenie maty kat df. Wiemy juz, ze mozemy
opisa¢ ruch obrotowy ciata sztywnego dookota nieruchome;j osi, badajac ruch pojedynczego
punktu tego ciala, np. punktu P (rys. 12-9). Dla wygody bierzemy pod uwage nie cale
cialo sztywne rys. (12-11), lecz tylko P, ktéry je reprezentuje, i wektor r, ktéry wyznacza
potozenie punktu P wzgledem osi obrotu.

bg
\
\.
\ P(t+dt)
\
\\
X% F
N e
\x P(t)
/D o) \ Rys. 12-11. W czasie d¢ punkt P ciala sztywnego (z rys. 12-9)
0 \ x Z2akredli luk ds o promieniu r. Cialo sztywne (nie zaznaczone
(&) l na rysunku) i wektor wodzacy r zakre$la kat d6 w tym samym
czasie dr
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W czasie df punkt P zakresli nieskoniczenie krotki tuk ds wzdtuz okregu o promieniu r,
gdy w tym samym czasie cialo obrdci si¢ o nieskonczenie maly kat df, zatem

ds = rdf.

Praca dW wykonana przez sil¢ F podczas tego malego obrotu wynosi
dW = F-ds = Fcospds = (Fcosg)(rdf),

gdzie Fcosg jest sktadowa sity F w kierunku ds.

Wyrazenie (Fcosg)r jest wartoscia bezwzgledng chwilowego momentu sity F, dziala-
jacej na cialo sztywne, wzglgdem osi przechodzacej przez O i prostopadlej do plaszczyzny
rysunku. Zatem

dw = zdb. (12-14)

Jest to rozniczkowe wyrazenie na prace wykonang w czasie obrotu (dookota nieruchomej
osi), rownowazne wyrazeniu dW = Fdx na pracg¢ wykonang w ruchu postgpowym (wzdtuz
linii proste;j).

Aby otrzymaé wyrazenie na moc w ruchu obrotowym (dookola nieruchome;j osi),
dzielimy obydwie strony rownania (12-14) przez nieskoriczenie maly przedzial czasowy dt,
w ktérym ciato obrdcito si¢ o kat df, a wigc

dw _ _db
ETERRE T
czyli
P=10,

co jest moca chwilowa P. To ostatnie wyraZenie jest analogiczne do wyrazenia P = Fo
dla ruchu postgpowego (wzdtuz linii prostej).

Jezeli na cialo dziala kilka sit F,, F, itd. lezacych w plaszczyZnie prostopadtej do osi
obrotu, to praca wykonana przez te sity w ciagu czasu d¢, kiedy cialo obréci sig o kat db,
bedzie rowna

dW = F,cosg,r d0+F,cosg,r,di+ ... = (1, +7,+ ..)d0 = 7d6,

gdzie r, df réwna si¢ ds, , czyli przemieszczeniu punktu, do ktérego przylozona jest sita F,,
kat @, jest to kat migdzy wektorami F, i ds, itd., a 7 jest wartoécia skladowej momentu
sity wzgledem osi przechodzacej przez O. Przy obliczaniu wypadkowego momentu sity
znak kazdego momentu skladowego uznajemy za dodatni albo ujemny, w zaleznosci od
tego, jaki obrét powodowalaby dana sila, dzialajac na ciato oddzielnie. Przyjmujemy,
ze moment sily jest dodatni, jezeli pod wplywem tej sily cialo obraca si¢ w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazéwek zegara; moment sily jest ujemny, gdy sita powoduje ruch
zgodny ze wskazéwkami zegara.

Jezeli cialo jest doskonale sztywne, nie wystepuje wewnetrzny ruch jego punktéw.
Wszystkie punkty pozostaja zawsze na okre§lonych stalych miejscach wzglgdem siebie
i poruszaja si¢ tylko jako cato$¢. Wewnatrz ciala doskonale sztywnego nie ma zatem roz-
praszania energii. Mozemy wigc poréwnaé pracg wykonana w jednostce czasu z przy-
rostem energii kinetycznej na jednostke czasu. Moc, czyli praca wykonana nad ciatem
sztywnym w jednostce czasu wynosi

dw dé
< = Tar =T (12-15)
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Przyrost energii kinetycznej ciala sztywnego w jednostce czasu wynosi
d 2
dar Fw?).

Ijest wielkoscia stala w czasie, bowiem cialo jest sztywne, a 0§ obrotu nieruchoma. Dla-
tego piszemy:

3610 = U5 09 = 1082 _ foa, (12-16)
Z réwnan (12-15) i (12-16) otrzymujemy
o = law,
a stad
T = Ia. (12-17)

Réwnanie (12-17) dotyczy ruchu obrotowego ciata sztywnego dookota osi nieruchome;j.
Moment sity 7, predkos¢ katowa w i przyspieszenie katowe a musza leze¢ wzdtuz tej osi
i przyjmuja kierunek zgodnie z regula prawej reki. Odpowiednikiem tego stanu w ruchu
postgpowym jest przypadek, w ktérym sita F dzialajaca na cialo, jego predkosé v i jego
przyspieszenie a, leza na danej linii prostej, przyjmujac jeden z dwéch mozliwych kierun-
kow.

Szes¢ powyzszych wielkosci sa to wektory, ktére moga przyjmowaé tylko dwa kierunki,
jesli sa polozone wzdluz nieruchome;j prostej. Przyjmujac jeden z tych kierunkéw za do-
datni (+), a drugi za ujemny (—), mozemy traktowaé te wektory jako wielkosci alge-
braiczne i bra¢ pod uwage tylko ich wartosci bezwzgledne. Wyprowadzajac réwnanie
(12-17)(x = Io), po prostu przeksztakcilismy druga zasade Newtona z postaci skalarnej,
uzywanej w ruchu postgpowym (F = Ma), do postaci wygodnej w ruchu obrotowym.
Tak jak sita ma zwiazek z przyspieszeniem ciala w ruchu postepowym, tak moment sity
ma zwiazek z przyspieszeniem katowym ciata dookota danej osi. Moment bezwladnosci 7
jest miara oporu ciata, przeciw zmianie jego ruchu obrotowego przez moment sity. Podobnie
w ruchu postgpowym bezwladno$¢ albo masa M jest miarg oporu ciata przeciwko zmianie
jego ruchu postepowego przez dana sile.

Tablica 12-2

Ruch prostoliniowy Ruch obrotowy dookota osi nieruchome;j
przemieszczenie x przemieszczenie katowe 0
dx do
predkosé v =— predkos¢ katowa w=—
de dr
dov . . dw
przyspieszenie a= n przyspieszenie katowe a = TS
masa (bezwladnos¢) M moment bezwladnosci 1
sita F= Ma moment sity T = I
praca W= SFdx praca W= StdO
energia kinetyczna iMo? energia kinetyczna 3w?
moc P=Fy moc P=1t0
ped My moment pedu Iw
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W tablicy 12-2 poréwnujemy ruch postgpowy ciala sztywnego — wzdtuz linii prostej
z ruchem obrotowym ciala sztywnego — dookota nieruchomej osi.

Obrét ciata sztywnego dookota nieruchomej osi (obrét, do ktdrego stosuje si¢ réw-
nanie 7 = Ia) nie jest najbardziej ogélnym rodzajem ruchu obrotowego. W ogdélnym
przypadku cialo podczas ruchu moze nie pozostawa¢ sztywne i jego 0§ obrotu moze nie
by¢ nieruchoma w inercjalnym ukladzie odniesienia. W tym og6lnym przypadku stosujemy
réwnanie (12-9), czyli 7,., = dL/dt. Jak juz poprzednio zaznaczyli$my, jest to réwnowaz-
nik drugiej zasady Newtona dla bardziej ogoélnego ruchu postgpowego ukladu punktéw
materialnych, a mianowicie réwnania (9-17) albo réwnania F,., = dP/dr.

Do kofica tego rozdzialu ograniczymy swoje rozwazania tylko do obrotéw ciata sztyw-
nego dookola osi nieruchomej. Ale w rozdziale 13 bedziemy rozwaza¢ pewne ruchy obro-
towe bardziej ogdlne.

Przyklad 4. Jednorodny krazek o promieniu R i masie M zawieszono na lozysku, ktére obraca si¢ bez
tarcia (patrz rys. 12-12). Na obwodzie krazka nawinigty jest lekki sznur, do ktorego przylozono stalq sit¢ T

skierowana w do6l. Znalezé katowe przyspieszenie krazka i przyspieszenie styczne punktow znajdujacych si¢
na obwodzie.

Rys. 12-12. Przyklad 4. Stala sila T dzialajaca w do6t obraca
mgl} krazek. Przyklad 5. Sily T dostarcza spadajaca masa m

Moment sily wzgledem osi krazka wynosi T = TR, a moment bezwladnoéci wzgledem tej samej osi
I = 3MR?. Z réwnania
T=1Ia
mamy
TR = 3MR?)a,
albo
2T
L =—.
MR
Jezeli masa krazka M = 2,5 kg, jego promien R=20 cm isila T=5 N, to
25N

*=25ks-02m

= 20 rad/s2.
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Przyspieszenie liniowe punktéw znajdujacych sie na obwodzie krazka wynosi
a = Ra = 20 rad/s®- 0,2 m = 4 m/s2,

Przyklad 5. Uzupelniamy poprzednie zadanie w ten sposob, ze do sznurka przerzuconego przez
krazek przywigzujemy cialo o masie m. ZnaleZ¢ przyspieszenie katowe krazka i przyspieszenie styczne
punktow na obwodzie krazka.

Niech T bedzie naprezeniem sznurka. Poniewaz zawieszone cialo bedzie miato przyspieszenie skiero-
wane w dot, wicc sila cigzZkosci musi przewyzsza¢ sile 7, jaka dziala na cialo. Przyspieszenie a zawieszonego
ciala jest takie samo, jak przyspieszenie styczne punktéw znajdujacych si¢ na obwodzie krazka. Z drugiej
zasady Newtona mamy

mg—T = ma.
Wypadkowy moment sity dziatajacej na krazek wynosi TR, a moment bezwladnosci + MR?, tak ze z row-
nania
T =lIn
otrzymujemy
TR = $MR%.
Korzystajac z zaleznosci @ = Rx mozemy ostatnie rOwnanie przedstawi¢ w postaci:
2T = Ma.
Rozwiazanie pierwszego i ostatniego rownania prowadzi do zaleznosci

- 2”')
= M+2mg

7= (srean)

oraz

M+2m

Jezeli teraz krazek ma mas¢ M = 2,5 kg i promiefi R = 20 cm, jak poprzednio, a masa zawieszonego
ciala m = 5 N, to przyspieszenie liniowe

- e 23 N =285 2
M+2m  2,5kg+2(5/9,8) kg~ s?’
a przyspieszenie katowe
a 2,85 m/s? rad
TRT o2m Y e

Zwracamy uwagg na fakt, ze przyspieszenia dla zawieszonego ciala o ciezarze 5 N s3 mniejsze niz dla stalej
sily 5 N skierowanej w dot i przylozonej do sznura (przykiad 4). Wiaze si¢ to z faktem, Ze naprezenie
sznura wplywajace na moment sily jest teraz mniejsze niz 5 N i wynosi

Mmg 25kg-5 N
M+2m ~  (2,5+1) kg

Naprezenie sznurka jest zawsze mniejsze od ciezaru zawieszonego ciala, jezeli cialo to ma przyspieszenie
skierowane w dot.

T= = 3,6 N.

Przyklad 6. Przyjmujac, ze krazek w przykladzie 5 znajdowal sie poczatkowo w stanie spoczynku,
obliczy¢ pracg wykonana przez moment przylozonej sily dzialajacej w ciagu 2 s. Wyliczy¢ takze przyrost
energii kinetycznej ruchu obrotowego krazka.

Poniewaz moment sily jest staly, przyspieszenie katowe bedzie takze state. Calkowita droge katowa
W ruchu obrotowym jednostajnie zmiennym otrzymamy z réwnania (11-5).

0 = wot+3ar?,
w ktérym wo = 0, « = 14,3 rad/s? i + = 2 s. Po podstawieniu tych wartosci otrzymamy
6 = 0+0,5- (14,3 rad/s?) - (2 s5)* = 28,6 rad.
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Kiedy moment sity jest staly, wtedy praca wykonana na okreslonej drodze katowej

W = 7(02_01)’
gdzie
t=TR=36 N-02m=0,72 N-m
oraz
0,—0, = 0 = 28,6 rad.
Zatem

W = (0,72 N-m)- (28,6 rad) = 20,5 J.
Praca ta powigkszy energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego krazka. Predkos¢ katowa krazka zwigkszy si¢
od 0 do wartosci w. Energia kinetyczna przyjmie wartos¢ +lw? = L(3MR?*)w?. Aby otrzymaé w, korzy-
stamy z rownania (11-3):

W = wot+at,

w ktorym

wo=0, t=2s, o=14,3 rad/s%.
Zatem

o = 0+14,3 rad/s®*+2 s = 28,6 rad/s.
Energia kinetyczna bedzie wigc miata wartos$¢

4w? = £-2,5 kg~ (0,20 m)?- (28,6 rad/s)* = 20,5 J.

Przyrost energii kinetycznej krazka jest rowny, jak nalezalo oczekiwaé, pracy wykonanej przez sile wy-
padkowa.

Przyklad 7. Pokazal, ze w ukladzie przedstawionym w przykladzie 5 obowiazuje zasada zachowania
energii mechanicznej.

Sila wypadkowa dzialajaca na uklad jest sila cigzkosci zawieszonego ciala. Jest to sila zachowawcza,
Patrzac na uklad jako cato$¢ widzimy, ze zawieszone cialo traci energi¢ potencjalng U, kiedy opuszcza si¢
w dot:

U = mgy,
gdy y jest pionowa odlegloscia, na jaka opuscilo si¢ cialo. W tym samym czasie cialo zawieszone uzyskuje
energie kinetyczna ruchu postgpowego, a krazek energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego. Catkowity przyrost
energii kinetycznej wynosi tmv?+1lw?, gdzie v jest predkoscia liniowa zawieszonej masy. Nastepnie
musimy wykazaé, ze mgy = 4mv?+31lw?. W ruchu prostoliniowym bez predkosci poczatkowej v? =
= 2ay. W przykladzie 5 otrzymaliSmy, ze a = 2mg(M+2m). Stad

2a 2m

Wiemy takze, ze w = v/R, a I = $MR?. Wstawiajac te zaleznosci do prawa zachowania energii, otrzymu-
jemy

2
mgy = mev” %mvz(_i_) =,%mvz(_1‘f'_"_2_'_"_\)= L(M+2m)v?.

2
imv?+4lo? = Imv?+3(3MR?) (—%) = 1(M+2m)v.

A wigc energia mechaniczna jet zachowana.

Przyklad 8. Wyprowadzi¢ zaleznos¢ L = Iw, zamieszczona w tablicy 12-2, dla momentu pedu ciala
sztywnego mogacego si¢ obraca¢ dookota osi nieruchome;j.
Wychodzac ze skalarnej zaleznoéci T = I i z definicji « (= dw/d?), mozemy napisaé
T = Ia = I(dw/dt) = d(lw)/dt,
gdzie ostatnie przeksztalcenie jest mozliwe, poniewaz moment bezwladnosci I jest staly dla danego ciala
sztywnego i danej osi obrotu.

Nastepnie stosujemy wektorowa zalezno$¢ T,ew = dL/d¢ [rownanie (12-9)] i piszemy odpowiednie
zaleznosci dla skladowych skalarnych v i dL wzdtuz nieruchomej osi obrotu, otrzymujac

T = dL/dt.
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Przez poréwnanie tych dwoch rownan otrzymujemy zaleznosé:
L = lo. (12-18)

Podobnie jak rownanie (12-17) (v = I«), rowniez ta skalarna zalezno$¢ obowiazuje tylko dla ruchu obro-
towego ciala sztywnego dookota osi nieruchomej. Skladowa L wektora momentu pedu L ciata sztywnego
i jego moment bezwladnosci 7 musza odnosié si¢ do tej samej osi obrotu.

Rownanie (12-18) jest odpowiednikiem wyrazenia P = My dla pedu ciata sztywnego o masie M w ruchu
postegpowym z predkoscia liniowa v. Wyraza ono moment pedu ciala sztywnego o momencie bezwladnosci 1
i predkosci katowej w, poruszajacego si¢ ruchem obrotowym dookota osi nieruchome;j.

12-7. Ruch postgpowo-obrotowy ciala sztywnego

Dotychczas rozpatrywalismy wylacznie ruch obrotowy ciat dookola pewnych osi
nieruchomych. Jednakze, jezeli cialo toczy sie, to wystepuje zaréwno ruch postepowy,
jak i obrotowy. Dlatego tez toczenie si¢ nalezy traktowaé jako kombinacje ruchu obroto-
wego i postgpowego, chociaz mozna je réwniez opisywaé jako czysty ruch obrotowy,
jak to zaraz zobaczymy. WykaZzemy réwnowazno$é tych dwéch metod.

Rys. 12-13. Cialo toczace si¢ mozemy traktowaé
jako obracajace si¢ dookola punktu zetkniecia P

Rozwazymy cylinder toczacy si¢ po poziomej powierzchni, jak na rys. 12-13. Podstawa
cylindra w kazdej chwili spoczywa, jezeli przyjmiemy, Ze przy toczeniu nie ma poslizgu.
Cylinder obraca si¢ dookota chwilowej osi prostopadlej do ptaszczyzny rysunku i przecho-
dzacej przez punkt zetknigcia P. Liniowa predkos¢ kazdego punktu cylindra jest w kazdej
chwili prostopadta do linii aczacej ten punkt z punktem P. Warto$¢ bezwzgledna tej pred-
kosci jest proporcjonalna do odlegto$ci migdzy tymi punktami. Inaczej mozna powiedzieé,
Ze cylinder obraca si¢ dookota nieruchome;j osi przechodzacej przez P z pewna predkoscia
katowa w w danej chwili, a wigc jest to wylacznie czysty ruch obrotowy. Energia kinetyczna
takiego ruchu moze byé zapisana w postaci

K = 0%, (12-19)
gdzie I, jest momentem bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez punkt P. Zasto-
sujemy teraz twierdzenie Steinera, w mysl ktorego

I, = I n.+ MR?,
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gdzie I, . jest momentem bezwladnosci cylindra o masie M i promieniu R wzgledem osi
przechodzacej przez $rodek masy i réwnoleglej do poprzedniej. Réwnanie (12-19) przyjmie
postaé

K = 3 n0®+IMR?*w?. (12-20)
Wielko$¢ Rw jest predkoscia liniowa srodka masy cylindra wzglgdem nieruchomego punk-
tu P. Niech Rw = v, ,,. Réwnanie (12-20) przyjmie postaé

K = 3, no*+ iM%, , . (12-21)
Zauwazmy, ze pregdkos¢ srodka masy wzgledem punktu P jest taka sama, jak predkosé
punktu P wzgledem Srodka masy. Stad predkos¢ katowa w Srodka masy dookola punktu P
obserwowana z punktu P jest taka sama, jak predkos¢ katowa punktu P dookotla $rodka
masy C, obserwowana z tego Srodka przez obserwatora (poruszajacego si¢ wraz z cylin-
drem). Innymi stowy, dowolna linia odniesienia na cylindrze zakresli ten sam kat w danym
czasie, niezaleznie od tego, czy cylinder obserwujemy z nieruchomego, czy tez z ruchomego
ukladu odniesienia. MoZemy zatem interpretowa¢ réwnanie (12-21), wyprowadzone
przy zaloZeniu, ze ruch jest czysto obrotowy, w nastgpujacy sposdb: pierwszy wyraz
31, .. w?* jest energia kinetyczna cylindra obracajacego si¢ tylko dookola osi przechodzacej
przez $rodek masy, bez ruchu postgpowego, drugi wyraz 1 Mo? , jest energia kinetycz-
ng cylindra poruszajacego si¢ tylko ruchem postgpowym, z predkoscia srodka masy, bez
ruchu obrotowego. Chwilowa 0§ obrotu nie jest teraz w ogdle brana pod uwage. Réwnanie
(12-21) stosuje si¢ do dowolnego ciala przesuwajacego si¢ i obracajacego jednoczesnie
dookota osi prostopadlej do kierunku ruchu postgpowego, niezaleznie od tego, czy ciato
toczy si¢ przy tym po jakiej§ powierzchni, czy tez nie.

Ruch ciala zlozony z ruchu postepowego srodka masy i ruchu obrotowego wzgledem osi
przechodzqcej przez Srodek masy jest rownowazny czystemu ruchowi obrotowemu zachodzq-
cemu z tq samq predkosciq kqtowq dookola osi przechodzqcej przez punkt zetkniecia z po-
wierzchniq, po ktdrej moze sig ono toczy¢ bez poslizgu.

PokaZemy to na prostym przykladzie. Wezmy pod uwage predkosé chwilowa réznych
punktéw toczacego si¢ cylindra. Jezeli predkos¢ srodka masy obserwowana przez obser-
watora niezmieniajacego swego polozenia wynosi v, ., , chwilowa predkoé¢ katowa dooko-
1a osi przechodzacej przez punkt P wynosi w = v, /R. Przeciwlegly punkt Q bedzie miat

Rys. 12-14. Poniewaz punkty Q i C maja te¢ sama pred-
ko$¢ katowa wzgledem punktu P, zatem Q ma dwa razy
wigksza predkos§é liniowa od C, bowiem znajduje si¢
* dwa razy dalej od P
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w tej samej chwili predkosé w2R = 2v;, .. Punkt zetknigcia P chwilowo spoczywa. Tego
typu czysty ruch obrotowy przedstawia rys. 12-14.

Popatrzmy teraz na toczenie jako na przyklad ruchu zloZonego. Jest to wigc ruch
obrotowy dookota srodka masy C i ruch postgpowy srodka masy cylindra. Jezeli braé¢ pod
uwagg tylko ruch postepowy, wszystkie punkty cylindra maja predko$c srodka masy v, .
(rys. 12-15a). Gdy przyjmujemy, ze zachodzi tylko ruch obrotowy, wtedy $rodek masy
spoczywa, gérny punkt Q ma predkos¢ +wR (v dodatnim kierunku osi x), a dolny punkt
P — predkos¢ — wR (w ujemnym kierunku osi x) (rys. 12-15b). Zt6zmy teraz te dwa ruchy.
Pamigtajac, ze w = v,,,../R, otrzymamy

v r.m
dla Puﬂktu Q v = vér.m."'w.R = vér.m.+ _‘Ii *R = zvsr.m.a

dla punktu C v = .Uir.m.+0 = Ysrm.»

dla punktu P o =9, , —wR = v,m,,.—hR =0.

a) b) ©
Rys. 12-15. (a) W ruchu postgpowym wszystkie punkty poruszaja si¢ z taka sama predkoscia. (b) W ruchu
obrotowym wokot punktu C punkty przeciwlegle poruszaja sie z predkosciami przeciwnymi. (c) Kombi-
nacja ruchu obrotowego i postepowego wymaga sumowania odpowiednich wektorow z (a) i (b)

Wyniki te przedstawione sa na rys. 12-15c. Takie same wyniki otrzymaliémy poprzednio
(rys. 12-14), traktujac toczenie jako ruch czysto obrotowy.

Przyklad 9. Rozwazmy pelny walec o masie M i o promieniu R, toczacy si¢ w d6t po rowni pochylej
bez poslizgu. ZnaleZ¢ predko$é srodka masy walca przy podstawie réwni (rys. 12-16). Dla rozwiazania
zadania stosujemy zasade zachowania energii mechanicznej. Walec poczatkowo spoczywa. Staczajac sie
w dot traci energi¢ potencjalng Mgh, gdzie h jest wysokoscia réwni. Natomiast przyrost energii Kinety-
cznej wynosi

3L m. 0%+ EMv?,

Rys. 12-16. Przyklad 9. Ruch walca staczajacego
si¢ z réwni pochylej
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gdzie v jest predkoscia liniowa $rodka masy, a  — predkoscia katowa dookota tego srodka po stoczeniu sig.
Mamy zatem zalezno$¢

Mgh = 1L m 0 +3Mv?,
w ktorej

v
L. = IMR* oraz o= —.
R
Stad

v

2
Mgh = %(%MR’)(?) +iMv? = G+ PMe?,

v? = -}gh, czyli v = ‘/9

Jezeli walec ze$lizgiwalby si¢ po rowni bez tarcia, to predkosé srodka masy wynositaby v = 1/ 2gh. Zatem
predkosé toczacego si¢ walca jest mniejsza niz zeslizgujacego si¢, poniewaZz czes¢ energii potencjalnej za-
mienila sie na energie kinetyczna ruchu obrotowego walca, a tym samym mniejsza jej cz¢$¢ przypada na
energi¢ kinetyczna ruchu postegpowego. Chociaz toczacy si¢ walec przybedzie pozniej do podstawy réwni,
niz gdyby zeslizgiwal si¢ bez tarcia, w obydwu przypadkach nabedzie on taka sama energi¢ kinetyczna.
Przy ze$lizgiwaniu si¢ walec nabywa tylko energi¢ kinetyczna ruchu postgpowego, a przy toczeniu rowniez
i energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego.

Zaznaczamy, ze do tego, aby walec zaczatl si¢ obracaé, potrzebne jest tarcie statyczne. Pamigtajac, ze
tarcie jest sila rozpraszajaca energig, jak mozna usprawiedliwi¢ stosowanie zasady zachowania energii
w tym zadaniu?

Przyklad 10. Poprzedni przyklad rozwiazywalismy korzystajac z zasady zachowania energii. Roz-
wiazemy to samo zagadnienie uzywajac tylko metod dynamicznych.

Rozklad sit dziatajacych na walec przedstawiony jest na rys. 12-17. Cigzar walca Mg dziala pionowo
w dot i przechodzi przez srodek masy*, N jest sita normalna, jaka réwnia dziala na walec, a F sila tarcia
statycznego przylozona w punkcie zetknigcia.

Rys. 12-17. Przyklad 10. Rozkiad sil dzialaja-
cych na walec staczajacy si¢ z rowni pochylej

Jezeli zalozymy, ze wszystkie sily zewngtrzne sa przylozone do srodka masy, otrzymamy ruch poste-
powy ciala. Z drugiej zasady Newtona mamy

N—Mgcosf = 0 dla ruchu prostopadiego do réwni,
Mgsin0—F = Ma dla ruchu wzdluz rowni.
Ruch obrotowy dookola srodka masy opisany jest rOwnaniem

T = Iy mo.

* Rysujac rozklad sit zakladamy milczaco, ze calkowity ci¢zar ciala jest przylozony do jego $rodka
masy. Z paragrafu 9-2 wiemy, ze jest to usprawiedliwione przy rozpatrywaniu ruchu postgpowego. Przy
ruchu obrotowym be¢dziemy jednak roéwniez korzystaé z tego zatozenia. Stusznos$¢ takiego postgpowania
uzasadnimy w paragrafie 14-3, gdzie wykazemy, Ze sila ci¢zkosci jest przylozona do srodka masy zaréwno
w ruchu postgpowym jak i obrotowym.
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Obrotu nie powoduje jednak ani N, ani Mg, poniewaz sily te przechodza przez srodek masy C i ich moment
wypadkowy znika. Moment sily rozny od zera daje tylko sila tarcia F, ktorej rami¢ rowne jest R, tak ze
FR = L ..

Lecz
Lewm. = $MR?, « = a/R,
tak, ze
F = I4m a/R = Ma/2.
Podstawiajac to do drugiego réwnania ruchu postgpowego otrzymujemy
a = gsinf.

Przyspieszenie srodka masy toczacego si¢ walca (2gsin0) jest wiec mniejsze niz przyspieszenie $rodka masy
walca zeslizgujacego si¢ po rowni (gsin6).

Wynik ten jest stuszny dla dowolnej chwili czasu. Srodek masy ma wiec stale przyspieszenie liniowe.
Aby znalezé predkos$¢ Srodka masy, przy zerowej predkosci poczatkowej, korzystamy z zaleznosci:

v? = 2as,
tak ze
2 : 4 h 4
v? = 23gsinb)s = 5g—s = Lgh,
s
a stad

v = V/gh.
Na podstawie zasady zachowania energii otrzymali$my ten sam wynik. Pierwsza metoda jest na pewno
prostsza i bardziej bezposrednia. Jezeli jednak chcemy znalez¢ dziatajace sily, takie jak N i F, musimy
postugiwaé si¢ rownaniami dynamiki.

Mozemy obliczy¢ na przykiad minimalna sile tarcia statycznego, jaka potrzebna jest do tego, aby za-
chodzito toczenie

F = Maj2 = (M/2) (gsin0) = }Mgsin§.

Co nastapiloby, gdyby sila tarcia statycznego byla mniejsza od powyzszej warto$ci?

Przyklad 11. Kula i walec o tych samych masach i promieniach staczaja si¢ po tej samej rowni po-
chylej z zerowa predkoscia poczatkowa. Ktore z tych cial znajdzie sie wczesniej u podstawy rowni?

Dla kuli Zem = 2MR?. Stosujac réwnania dynamiki otrzymujemy

Mgsin0—F = Ma, ruch postgpowy $r.m.,
FR = Lt .m, « = ((MR?)(a/R), obrét dookola $r.m.,
stad dla kuli mamy
F=2Ma, a=3Zgsinb.
Dla walca (przyklad 10):
a = %gsinf.

Widzimy wigc, ze przyspieszenie $rodka masy kuli jest zawsze wieksze niz przyspieszenie $rodka masy wal-
ca, zatem kula znajdzie si¢ u podstawy réwni szybciej.

Ktore z cial przy podstawie ma wigksza energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego, a ktore ruchu poste-
powego?

Zauwazmy, ze wzor na przyspieszenie toczacej si¢ kuli i walca nie zawiera ich mas ani promieni. Jak
zachowalyby si¢ na réwni dwa walce o réznych masach i promieniach, a jak dwie rozne kule? Jak wygla-

datby ruch walca i kuli o réznych promieniach, a jak dwie rozne kule? Jak wygladalby ruch walca i kuli
o réznych promieniach i masach?

Przyklad 12. Jednorodnemu walcowi o promieniu r i masie m nadano poczatkowa predkosé katowa wo
i opuszczono na plaska pozioma powierzchni¢. Kinetyczny wspolczynnik tarcia miedzy walcem a ta po-
wierzchnia oznaczamy przez u. Poczatkowo walec slizga si¢, ale po czasie ¢ zaczyna sie wylacznie to-
czy¢é. (a) Jaka jest predkos$é¢ v jego srodka masy po czasie . (b) Ile wynosi czas #?
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(a) Rysunek 12-18 ilustruje sily dzialajace na walec. Przyspieszenie a Srodka masy jest stale, ponie-
waz wszystkie dzialajace sily sa stale; tak ze dla ruchu post¢gpowego mozemy napisaé
V=V,
t—0 )

W tym ¥, = 0a V, = V po czasie t, kiedy zaczyna si¢ wylacznie toczenie. Z drugiej strony sita wypadkowa F
réwna si¢ uymg, tak ze

F=ma=m(

mmg = mV|t. (12-22)
N N(=-mg)

Sf=uN = puxmg
>

mg Rys. 12-18. Przykiad 12

Przyspieszenie katowe « dookola osi przechodzacej przez srodek masy jest takze stale (dlaczego), tak ze
dla ruchu obrotowego mozemy napisaé

Dy—w
r=la=I{——").
t—0
Tu w; = @ = V/r po uplywie czasu 7, a w; = wo. Takze warto$¢ bezwzgledna wypadkowego momentu
sily T réwna jest uxmgr. Ten moment sily powoduje katowe opOznienie, a zatem

pmgr = (3mr?) (w_o—tL/r) . (12-23)

Jezeli wyeliminujemy ¢ z nészych dwoch réownan (tzn. dzielac réwnanie (12-23) przez réwnanie (12-22))
i obliczymy ¥V (nalezy dokona¢ niezbednych przeksztalcefi algebraicznych), to otrzymamy
V = %wor .

Zwracamy uwagg, ze V nie zalezy od wielkoSci m, g ani ui. Co jednak by sie dzialo, gdyby jedna z tych
wielkoéci byla rowna zeru.

(b) Eliminujac ¥ z réwnan (12-22) i (12-23) znajdujemy ¢ (dokonujac odpowiednich przeksztalcer
algebraicznych), a wigc

Wor
B 3ueg )
Nalezy zauwazy¢, ze w tym przykladzie ani energia mechaniczna, ani ped, ani moment pedu nie sa zacho-

wane, ale zmiany pedu i momentu pedu sa bezposrednio zwigzane ze soba, gdyz sa wywolane przez te
sama sil¢ tarcia.

t

Pytania

1. W jakich jednostkach mierzymy moment pedu? Jak mozna wytlumaczy¢ fakt, ze wymiar momentu
pedu réwna si¢ wymiarowi energii pomnozonemu przez czas?

2. Czy iloczyn wektorowy dwéch wektoré6w musi byé wektorem osiowym*?

3. Czy w celu obliczenia momentu bezwladnosci ciala mozna przyjaé, ze masa tego ciata skupiona jest
w jego $rodku masy?

4. Wzgledem ktorej osi jednorodny szescian ma najmniejszy moment bezwladnosci?

5. Ktéra z kolowych plyt ma wigkszy moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez jej
$rodek: czy plyta wykonana jest z metalu o wigkszej gestosci, czy o mniejszej, jezeli ich cigzary i grubosci s
sobie réwne?

* Patrz uzupelnienie II.
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6. Nalezy okresli¢ moment bezwladnosci ciata o skomplikowanym ksztalcie. Ksztalt ciata jest taki, ze
obliczenie jego momentu bezwladnosci za pomoca wzoru S r2dm jest bardzo trudne. Podaé metody ekspe-
rymentalne, przy pomocy ktorych mozna zmierzy¢ ten moment.

7. Na rysunku 12-19 pokazane sa przekroje pigciu bryt. Przekroje maja rowne maksymalne szerokosci
i wysokosci. Osie obrotu sa prostopadie do przekrojow i przechodza przez narysowane punkty. Bryly maja
rowne masy. Ktora z tych bryt ma najwigkszy moment bezwladnosci wzgledem osi prostopadtej do ptasz-
czyzny rysunku przechodzacej przez $rodek masy? Ktora najmniejszy?

pierscien szescian pryzmat kula

Rys. 12-19. Pytanie 7

8. Pret metrowej dlugosci (rys. 12-20a) zlozony jest z dwoch rownych czesci drewnianej i stalowe;j.
W przypadku (a) o$ obrotu O przechodzi przez cze$¢é drewniana, a sila F przylozona jest do czgsci stalowe;j
w punkcie a. W przypadku drugim (rys. 12-20b) o$ obrotu O przechodzi przez czg§¢ stalowa, a ta sama sita
przylozona jest w punkcie a’ czgéci drewnianej. Czy pret uzyska takie samo przyspieszenie katowe w obydwu
przypadkach? Wyjasnié.

== ' Y2 RN =T

T I

a) b)

Rys. 12-20. Pytanie 8

9. Mozna rozréznié, ktore jajko jest ugotowane na twardo, a ktore jest surowe, wprawiajac je w ruch
obrotowy na stole. Wyja$éni¢ jak. ROowniez po zatrzymaniu obracajacego si¢ surowego jajka palcami i szyb-
kim puszczeniu go, bedzie si¢ ponownie obracalo. Dlaczego?

10. Moment sily ma takie same jednostki jak praca czy energia. Czy jest wigc moment sity praca lub
energia?

11. Skomentowaé kazda z ponizszych prawd narciarskich. (a) W zjezdzie w d6t potrzebne sa narty,
ktore z trudnoécia skrecaja. (b) W slalomie wymagane sa narty, ktore skrecaja tatwo. (c) Dlatego tez, mo-
ment bezwladnosci nart zjazdowych winien by¢é wiekszy niz moment bezwladnosci nart slalomowych.
(Patrz: J. I. Shonie i D. L. Nordick, The Physics of Ski Turns, The Physics Teacher, December 1972 r.)

12. Biorac pod uwage fakt, Ze jest male tarcie migdzy nartami i $niegiem oraz ze $rodek cigzkosci nar-
ciarza znajduje si¢ mniej wigcej nad $rodkiem nart, w jaki spos6b narciarz musi przykltada¢ moment sily,
aby skreci¢ lub nie dopusci¢ do skretu? (Patrz odnosnik do pyt. 11).

13. Czy wyrazenia na a oraz T w przykladzie 5 dadza poprawne wyniki w szczegéinych przypadkach,
w ktérych g =0, M =0, M - 00, m= 0, oraz m — 00?

14, Calkowity ped ukladu punktéw materialnych nie zalezy od ruchu wzgl¢dem Srodka masy uktadu.
Czy to samo mozna powiedzie¢ o calkowitej energii kinetycznej ukladu punktéw materialnych.

15. Czlowiek toczy walec na odleglosci //2 popychajac oparta na walcu deske o dlugosci /. Deska nie
§lizga si¢ po walcu ani walec po podiodze. Przebieg doswiadczenia ilustruje rys. 12-21. Gdzie znalazla si¢
deska? Na jaka odleglo$¢ przesunat si¢ cztowiek?

g Rys. 12-21. Pytanie 15
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16. Dla magazynowania energii wiatru lub energii stonecznej zaproponowano kota zamachowe,
Ilo$¢ energii magazynowana w takim kole zalezy od gestosci i wytrzymatosci matriatu, z ktorego wirujace
koto jest zrobione. Dla danego cigzaru wymagany jest wytrzymaly materiat o najmniejszej gestosci.
(Patrz: R. F. Post i S. F. Post, Flywheels, Scientific American, Dec. 1973). Czy mozna to zakwestionowac?

17. Pelna kula drewniana stacza si¢ w dot po dwoch réwniach pochylych o tej samej wysokosci, ale
roznym nachyleniu. Czy w obydwu przypadkach kula osiagnie t¢ sama predkos¢ u podstawy rowni? Czy
czas toczenia si¢ bgdzie rowny w obu przypadkach? Jezeli nie, to ktéry z tych czasow jest dhuzszy i dlaczego?

18. Dwa cigzkie krazki polaczone sa krotkim pretem, ktdrego promieri jest o wiele mniejszy od pro-
mieni krazkéw. Uklad ten umieszczono na réwni pochylej tak, ze krazki wisza po obu jej stronach, a pret
stacza sig po rowni bez poslizgu (rys. 12-22). W poblizu podstawy rowni krazki dotykaja do poziomego
stolu i uklad zaczyna si¢ porusza¢ ruchem postgpowym z predkoscia o wiele wigksza od poprzedniej. Wy-
jasni¢ dokladnie opisane zjawiska.

I N

19. Aby $cia¢ drzewo, drwal zaczyna $cinanie z tej strony, w ktora chce, aby drzewo upadlo. Wyjasni¢
dlaczego. Czy byloby bezpiecznie sta¢ blisko drzewa po stronie przeciwnej niz ta, w ktéra drzewo upada?

20. Rozwazy¢ sytuacj¢, w ktorej pret stoi jednym koricem na powierzchni pokrytej lodem (brak tarcia).
Jaka droge przebedzie $rodek masy, jezeli pret upadnie?

21. Na poziomym stole znajduje si¢ szpula mogaca si¢ po nim toczy¢ (rys. 12-23). W ktora strong
bedzie si¢ toczy¢ szpula, jezeli bedziemy ciagna¢ poziomo sila F; za ni¢ nawini¢ta na niej? Co sig stanie,
Jezeli zostanie przytozona sita F, (jej kierunek przechodzi przez punkt styku szpuli ze stolem)? Co sig stanie,
jezeli ni¢ bedziemy ciagnaé w kierunku pionowym sila F3?

Rys. 12-23. Pytanie 21

22. Podczas obserwowania kola samochodu jadacego ze stata predkoscia jeden z obserwatoréw wyraza
opinig, ze: ,,Gorna cz¢é¢ kola porusza si¢ dwa razy szybciej niz o$, ale dolna cze$¢ kola nie porusza sie
wcale”. Czy mozna zgodzi¢ si¢ z tym twierdzeniem? Oméwié to.

23. Sformulowa¢ trzy zasady Newtona dla cial znajdujacych sie w ruchu obrotowym.
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Zadania

Paragraf 12-2

1. (a) Majac dane r = ix+jy+kz i F = iF:+jF,+KkF; znalez¢ moment sily T = rxF. (b) Pokaza¢
e jezeli r i F leza w danej plaszczyznie, to T nie ma sktadowych w tej plaszczyznie.

Odp.: (a) i(yF,—zF,)+j(zFx—xF;)+k(xF,—yF).

2. Pokaza¢, ze moment pedu pojedynczego punktu materialnego wzgledem dowolnego punktu poru-
szajacego si¢ ze stala predkoscia pozostaje staly podczas ruchu.
Paragraf 12-3

3. Punkt materialny o masie 2 kg zajmuje pozycj¢ r oraz ma predko$¢ v jak na rys. 12-24. Oddziatuje
na niego sita F. Wszystkie trzy wektory leza na wspolnej plaszczyznie. Zatozy¢, ze r = 3 m, v = 4 m/s
i F=2 N. Obliczy¢ (a) moment pedu punktu materialnego, (b) moment sily oddzialujacej na punkt ma-
terialny. Jakie sq kierunki obu tych wektoréw?

Odp.: (a) 12 kg- m?[s, poza powierzchni¢ kartki; (b) 3 N-m, poza powierzchni¢ kartki.

45°

\ Rys. 12-24. Zadanie 3

4. Jezeli dane sg r, p oraz 6, mozemy obliczy¢ moment pedu czastki z réwnania (12-4a). Jednakze
czasami dane sa sktadowe (x, y, z) wektora r i (p;, p,, p.) wektora p. (a) Pokazaé, ze skladowe wektora /
wzdluz osi x, y oraz z daja si¢ wyrazi¢ rownaniami

Iy = yp.—zpy, ly = zp—xp., l; = xpy—ypx,

(b) Pokazaé, ze jezeli punkt materialny porusza si¢ tylko w plaszczyZznie xy, to wypadkowy moment pedu,
ma tylko skladowa z.

5. (a) Wyrazi¢ site F i wektor r z przykladu 1, za pomoca wektordéw jednostkowych i wyliczy¢ wektor .
To samo przeprowadzi¢ dla przykladu 3. (b) W przykiadzie 1 wyrazi¢ p oraz r, za pomoca wektorow jed-
nostkowych i wyliczy¢ moment pedu L.

Odp.: (a) T = +kmgb; (b) | = +kmgbt.

Paragraf 12-4

6. Na rysunku 12-25 widzimy linie dzialania i ramiona dwéch sil wzgledem punktu O. Wyobrazmy
sobie, ze te sily dzialaja na cialo sztywne podparte w punkcie O. Wszystkie przedstawione wektory znajduja
si¢ w plaszczyZnie rysunku. Znalezé warto§é i kierunek wypadkowego momentu sily.

-

0 / T re be
! F
0 2
F 0
Rys. 12-25. Zadanie 6 Rys. 12-26. Zadania: 8 i 13
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7. Dwa punkty materialne kazdy o masie m i predkosci v poruszaja si¢ w przeciwnych kierunkach
wzdhuz linii réwnolegtych odlegtych od siebie o d. Pokaza¢, ze wektor momentu pedu ukladu tych punktéw
materialnych, bez wzgledu na to jaki punkt jest traktowany jako poczatek ukladu, jest taki sam.

8. Trzy punkty materialne o masach m sa polaczone ze sobg i z osig obrotu trzema cienkimi sznur-
kami kazdy o diugosci / (rys.12-26). Uklad obraca si¢ wzglgdem osi obrotu z predkoscia katowa w w taki
sposdb, ze punkty materialne znajduja si¢ na jednej prostej. (a) Obliczyé moment bezwladnosci ukladu
wzgledem punktu O. (b) Jaki jest moment pedu Srodkowego punktu materialnego? (c) Jaki jest catkowity
moment pedu tych trzech punktéw materialnych? Wyrazi¢ odpowiedz uzywajac symboli: m, [ oraz w.

9. Wychodzac z trzeciej zasady dynamiki Newtona dowiesé, ze wypadkowy moment sit wewnetrznych
ukiadu punktéw materialnych jest rowny zeru.

10. Zalezno$é pomiedzy wypadkowym momentem sil zewnetrznych i momentem pedu ukladu punktéw
materialnych wzgledem sSrodka masy tego ukladu. Niech ri. ., przedstawia wektor polozenia $rodka masy C
ukiadu czastek wzgledem poczatku O inercjalnego ukladu odniesienia. Niech r; przedstawia wektor po-
tozenia i-tego punktu matrialnego o masie m; wzgledem $rodka masy C. Zatem r; = ry,.,.+r; (patrz rys,
12-27). Zdefiniujemy teraz catkowity moment pedu uktadu punktéw materialnych wzgledem $rodka masy

y

Rys. 12-27. Zadanie 10

ukfadu jakoL’ = Z: ri x pi, gdzie p; = m, dr;/dt. (a) Pokazaé, ze p; = m, dr;/dt—m, drs;,m, /dt = p; —m; Vie ..
(b) Pokaza¢ nastepnie, ze dL'/df = Z‘r,’ x dpi/dt. (c) Polaczy¢ wyniki punktow (a) i (b)i uzywajac definicji

$rodka masy i trzeciej zasady Newtona, wykazaé, ze T;.w = dL’/dt, gdzie T..w jest suma wszystkich mo-
mentdw sit zewngtrznych dzialajacych na uklad wzgledem jego $rodka masy.

Paragraf 12-5

11. Przypusémy, ze Ziemia ma ksztalt kuli o jednorodnej gestosci. (a) Jaka jest energia kinetyczna
ruchu obrotowego? Przyja¢, ze promiefi Ziemi jest rowny 6,4 - 10° km, a jej masa 6+ 102* kg. (b) Przy-
pusémy, Ze energia ta jest mozliwa do wykorzystania dla potrzeb ludzi. Jak dlugo moze Ziemia dostarczaé
kazdemu czlowiekowi 1 kW mocy, jezeli ilo§¢ ludzi jest rowna 4,2 10°?

Odp.: (a) 2,6-10%° J; (b) 2-10° lat.

12. Czasteczka tlenu ma masg 5,30 - 10~26 kg oraz moment bezwladnosci 1,94 - 10-45 kg - m? wzgle-
dem osi przechodzacej przez §rodek odcinka laczacego atomy i do niego prostopadlej. Przypuéémy, ze cza-
steczka ta ma $rednig predko$¢ rowna 500 m/si ze jej energia kinetyczna ruchu obrotowego jest rowna
dwém trzecim energii kinetycznej ruchu postgpowego. Znale#¢ §rednia predkosé katowa tej czasteczki.

13. Niech sznurki z zadania 8 zastapione beda jednorodnymi pretami, kazdy o masie M. (a) Jaki
jest catkowity moment bezwladnosci ukiadu wzgledem punktu O? (b) Jaka jest energia kinetyczna ukladu?

Odp.: (a) 14ml2+9MI2. (b) (Tm+9M/2)Pw?.

14. (a) Wykaza¢, ze momenty bezwladnosci walca o masie M i promieniu R oraz cienkiej obreczy
0 masie M i promieniu R/;/ 2, wzgledem ich osi geometrycznych sg sobie réwne. (b) Oznaczamy przez k
odlegto$¢ od osi obrotu punktu, w ktérym mozna umieécié¢ cala mase ciata, nie zmieniajac jego momentu
bezwladnosci wzgledem tej osi. Wykazaé, ze tzw. promien bezwladnosci

k=yIM.
Wzér ten okreSla promieri ,,rownowaznej obreczy”.
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15. Cienki pret o dtugosci / i masie m zostal zawieszony swobodnie za jeden koniec. Pret zostat wy-
chylony i gdy go puszczono, zaczat waha¢ si¢ dookola osi poziomej z predkoscia katowa w w chwili prze-
chodzenia przez punkt najnizszy. Na jaka wysoko$¢ wzniesie si¢ Srodek masy tego preta w stosunku do
najnizszego polozenia? Pominaé tarcie oraz opdr powietrza.

Odp.: IPw?/6g.

16. (a) Wykaza¢, ze moment bezwladnosci cienkiego preta o dlugosci / wzgledem osi przechodzacej
przez jego $rodek i do niego prostopadiej wynosi I = {;MI?. (Patrz tablica 12-1). (b) Zastosowaé twier-
dzenie Steinera, aby wykaza¢, ze moment bezwladnosci tego preta wzgledem osi przechodzacej przez jego
koniec I = {MI>.

17. (a) Wykazaé, Zze suma momentow bezwladnosci ciala o plaskim ksztalcie wzgledem dwu wza-
jemnie prostopadtych osi lezacych w plaszczyZnie tego ciala jest rowna momentowi bezwladnosci tego ciala
wzgledem osi prostopadlej do jego powierzchni i przechodzacej przez punkt przecigcia obu osi. (b) Zasto-
sowa¢ to twierdzenie do kotowego krazka, aby obliczy¢ jego moment bezwladnosci wzgledem Srednicy.

Odp.: (b) MR?/4.

18. Wykaza¢, ze moment bezwladnosci plyty prostokatnej o bokach a i b wzgledem osi prostopadiej
do jej powierzchni i przechodzacej przez jej $rodek wynosi (LM (a?+52).

19. Pret o dlugosci 1 m utrzymywany jest w pozycji pionowej. Jeden jego koniec oparty jest o podtoge.
W pewnej chwili pretowi pozwolono padaé. Znalezé predkos¢ drugiego kotica preta w chwili, gdy uderza
on o podloge, przyjmujac, ze koniec oparty o podloge nie $lizga sie.

Odp.: 5,4 m/s.

20. Wysoki komin peka u podstawy i zaczyna padaé. Wyrazi¢: (a) radialne oraz (b) styczne przyspie-
szenie liniowe szczytu komina jako funkcj¢ kata 6, jaki tworzy komin z pionem. (c) Czy wypadkowe przy-
spieszenie liniowe moze przekroczy¢ g? (d) W czasie padania komin ulegt ztamaniu. Wyjasnié, dlaczego to
si¢ stalo. (Patrz: Albert A. Bartlett, More on the Falling Chimney, The Physics Teacher, September 1976).

Paragraf 12-6

21. Silnik samochodowy rozwija moc 7,5-10* W przy 1800 obr/min. Jaki moment sily wytwarza
silnik ?

Odp.: 400 N-m.

22. Obliczy¢: (a) moment sily, (b) energig, (c) Srednia moc niezbedna do przyspieszenia Ziemi ze stanu
spoczynku do jej obecnej predkosci katowej wzgledem jej osi w jeden dzief.

23. Na krazek o momencie bezwltadnosci 10* g- cm? i promieniu 10 cm oddziatuje sita przylozona
stycznie do brzegu krazka, kt6ra zmienia si¢ w czasie nastgpujaco: F = 0,5¢+0,32, gdzie F podano w niu-
tonach, a t w sekundach. Jezeli krazek byl w stanie spoczynku, jaka jest jego predko$¢ katowa po 3 sekun-
dach.

Odp.: 5-10? rad/s.

24. Kolo o masie M i promieniu bezwladnosci k (patrz zadanie 14) wiruje na nieruchomej poziomej
ofce przechodzacej przez piaste. Piasta trze o oske o promieniu @ w najwyzszym jej punkcie. Kinetyczny
wspolczynnik tarcia wynosi s, . Kolu nadano poczatkowa predko$é katowa w, . Zalozy¢ jednostajne przy-
spieszenie ujemne i znaleZé (a) czas, i (b) liczbe obrotéw zanim kolo przestanie si¢ obracad.

25. Jednorodny pret stalowy o dtugosci 1,20 m i masie 6,40 kg ma zaczepione na koricach dwie mate
kule o masie 1,06 kg kazda. Pre¢t moze si¢ obraca¢ w plaszczyZnie poziomej dookola osi pionowej przecho-
dzacej przez jego $rodek. W pewnej chwili zaobserwowano, ze jego predkosé katowa wynosi 39,0 obr/s.
Ze wzgledu na istnienie sit tarcia pret zatrzymal si¢ po 32 s. Zaktadajac dzialanie stalego momentu sily
tarcia wyliczy¢: (a) przyspieszenie katowe, (b) op6zniajacy moment sily tarcia, (c) catkowita prace wyko-
nang przez sil¢ tarcia i (d) liczbg obrotéw wykonana podczas 32,0 s. (e) Przypus$émy, ze moment sity tarcia
podczas tego ruchu nie jest staly. Ktére z wielkosci (a), (b), (c) czy (d) mozna w dalszym ciagu wyliczyé bez
dodatkowych informacji? Jezeli rozwiazanie jest mozliwe poda¢ wartosci liczbowe.

Odp.: (a) —17,67 rad/s?; (b) —11,7 N - m; (c)4,58 - 10* J; (d) 624 obr; (e) catkowita praca wykonana;
4,58 - 10* J.

26. Moment pedu kola zamachowego majacego moment bezwladnosci 0,125 kg - m? zmalat z 3 do
2 kg- m?/s w okresie 1,5 s. (a) Jaki jest $redni moment sily dzialajacy na kolo zamachowe podczas tego
okresu? (b) Zakladajac stale przyspieszenie katowe, ile obrotow wykonaloby kolo zamachowe? (© Ile
wykonano pracy? (d) Jaka byla $rednia moc dostarczona przez kolo zamachowe?
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27. Cigzarki w maszynie Atwooda (rys. 5-9) maja masy 500 g oraz 460 g. Zawieszone sa one na lince
przerzuconej przez krazek umieszczony na poziomej osi i mogacy obraca¢ si¢ bez tarcia. Promieri krazka
wynosi 5 cm. Gdy ci¢zarkom pozwolono spada¢, cigzarek wigkszy spadat z wysokosci 75 cm w ciagu 5 .
Obliczy¢ moment bezwladnosci krazka.

Odp.: 1,4-10~2 kg- m2.

28. Jednorodna powierzchnia kulista obraca si¢ wzgledem pionowej osi bez tarcia (rys. 12-28). Cienki
sznurek opasuje rownik owej powierzchni, nastgpnie przepuszczany jest przez blok i polaczony z matym
przedmiotem, ktory nie podtrzymywany przez sznurek spadiby pod wplywem przyciagania ziemskiego.
Jaka predkos¢ osiagnatby przedmiot, gdyby spadt z wysokosci 4, majac zerowa predko$¢ poczatkowa?

Rys. 12-28. Zadanie 28

29. Na szczycie rowni pochylej, nachylonej pod katem 30° do poziomu, znajduje si¢ nieruchomy krazek
o cigzarze 1 kG i promieniu 10 cm. Przez ten krazek przerzucono linke, do ktorej jednego konica przymo-
cowano ci¢zarek 3 kG lezacy na rowni, a do drugiego korica ci¢zarek 9 kG zwisajacy pionowo w dol.
Wspolczynnik tarcia kinetycznego migdzy rodwnig a ci¢zarkiem wynosi 0,1. Znalez¢: (a) przyspieszenie zwi-
sajacego cig¢zarka, (b) napigcie linki po obu stronach krazka. Zalozy¢, ze krazek jest jednorodny.

Odp.: (a) 5718 cm/s?, (b) Ty = 3,8 kG, Ts = 3,5 kG.

Paragraf 12-7

30. Obrecz o promieniu 3 mi masie 150 kg toczy si¢ po poziomej podlodze tak, ze §rodek jej masy
osigga predkos¢ 0,15 m/s. Ile pracy nalezy wykonaé, aby obrecz zatrzymad?

31. Samochod ma masg¢ 1700 kg. Przyspiesza ze stanu spoczynku do 40 km/h w ciggu 10 s. Kazde
kolo ma masg 32 kg i promien bezwladnosci (patrz zadanie 14) 0,3 m. Znalez¢, przy koricu tego 10-se-
kundowego okresu: (a) obrotowa energig kinetyczna kazdego kota wzglgdem jego osi; (b) catkowita energie
kinetyczna kazdego kola; (c) calkowita energi¢ kinetyczna samochodu.

Odp.: (a) 990 J; (b) 3000 J; (c) 1,1-10° J.

32. Pokazaé, ze walec bedzie ze$lizgiwal si¢ po rowni pochylej nachylonej do poziomu pod katem €,
jezeli wspolczynnik. tarcia statycznego walca o rownig bedzie mniejszy od }tgf.

33. Drabina o dlugosci 10 m opiera si¢ o $ciang tworzac z pozioma podstawa kat rowny 60°. W pewnej
chwili zaczyna ona $lizga¢ si¢. Znalez¢ polozenie osi obrotu drabiny w tej chwili.

Odp.: 5 m poziomo od $ciany i 51/ 3 m pionowo ponad podioze.

34. Pod gorg réwni pochylej o kacie nachylenia 30° wtacza si¢ kula. Przy podstawie rowni Srodek masy
kuli miat predkosé liniowa 16 m/s. (a) Jak daleko wtoczy si¢ kula na rownig? (b) Ile czasu uplynie do chwili
powrotu kuli do podstawy réwni?

35. Cialo o promieniu R i masie m toczy si¢ poziomo bez poslizgu z predkoscia v. Cialo to nast¢pnie
wtacza si¢ po powierzchni wznoszacej si¢ na wysoko$¢ h. Jezeli h = 3v%/4g, to (a) jaki jest moment bez-
wladnosci ciala, (b) co to mogto by¢ za ciato?

Odp.: (a) $mR?; (b) sztywny kotowy cylinder.

36. We wnetrzu wydrazonej duzej potkuli moze si¢ toczy¢ bez poslizgu mata kulka. Zaczyna si¢ ona
staczaé¢ z brzegu potkuli z predkoscia poczatkowa rowna zeru. (a) Jaka energi¢ kinetyczna bedzie miala
kulka w najnizszym polozeniu? Jaka cze$¢ tej energii stanowi energia ruchu obrotowego? Jaka czgs¢ energia
ruchu postepowego? (b) Jaka sita w kierunku normalnej oddzialywa¢ bedzie kulka w najnizszym potozeniu?
Przyjaé, ze promien malej kulki jest r, jej masa m, a promien kulki wynosi R.

37. Jednorodny krazek o masie M i promieniu R lezy na jednym boku, na powierzchni poziome;j
doskonale gtadkiej. Nast¢pnie dziala na niego stala sita F przylozona stycznie do jego obwodu, przez na-
winieta na nim ni¢. Opisa¢ postgpowy i obrotowy ruch krazka.

Odp.: o = 2F/MR; a = F/M.
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38. Na walcu o masie M i promieniu R nawinigta jest linka. Linka jest ciagnigta do gory i odwija sig
z walca z taka predkoscia, e Srodek cigzkosci walca nie zmienia swego polozenia. (a) Jakie jest napiecie
linki? (b) Jaka praca zostala wykonana nad walcem do chwili, gdy osiagnat on predkos¢ katowa w? (c)
Jaka dlugo$¢ linki odwingla si¢ do tego czasu.

39. Walec o dlugosci L i promieniu R ma cigzar W. Dwie linki zostaly nawinigte na walec, kazda
w poblizu jednego z jego koricow. Korice linek umocowano na hakach wbitych do sufitu. Linki znajduja sie
w polozeniu niemal pionowym i utrzymuja walec w pozycji poziomej. W pewnej chwili pozwolono walcowi
opada¢ w dot (rys. 12-29). Znalez¢: (a) napigcie linek podczas ich odwijania, (b) przyspieszenie liniowe opa-
dajacego walca.

Odp.: (a) W/6, (b) 2g/3.

Rys. 12-29. Zadanie 39 Rys. 12-30. Zadanie 40

> —

40. Kula jednorodna rusza ze stanu spoczynku z gérnego punktu toru przedstawionego na rys. 12-30
i toczy si¢ bez poslizgu az do kofica toru. Okresli¢ odleglosé od punktu 4 do miejsca, w ktérym kula zet-
knie si¢ z poziomym odcinkiem toru, jezeli H = 204 cm, a h = 64 cm i tor przy koficu jest poziomy.

41. Gigtka tasma o dlugosci / jest ciasno zwinigta. Zwinieta tasma rozwija si¢ w dot réowni pochylej,
ktora tworzy kat 6 z poziomem. Gorny koniec tasmy jest umocowany (rys. 12-31). Wykaz, ze tasma roz-

winie si¢ catkowicie w czasie T = }/31/(gsin0).

Rys. 12-31. Zadanie 41 Rys. 12-32. Zadanie 42

42. Mala kula marmurowa o masie m i promieniu r toczy si¢ bez poslizgu wzdhuz petli przedstawionej
na rys. 12-32, puszczona w ktoryms miejscu na prostym odcinku drogi. (a) Z jakiej najmniejszej wysokosci
musi by¢ puszczona kula, aby osiagnela szczyt petli? (Promien petli wynosi R, przyjmijmy, ze R > r).
(b) Jezeli kula byla puszczona z wysokosci 6R, jaka jest pozioma skladowa sily dzialajacej na nia w punkcie
Q?

43. ,,Jo-jo” zrobiono z dwéch jednolitych krazkow o promieniu R i lacznej masie m. Krotki pret
laczacy oba te krazki ma bardzo maly promieri . Na pret nawinigty jest parokrotnie sznurek o dlugosci
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(L+ R). Operujacy urzadzeniem uwalnia ,,jo-jo”’ trzymajac za koniec sznurka. Przyjmijmy, ze sznurek
przez caly czas przyjmuje pozycj¢ pionowa. (a) Jakie jest naprezenie nici, gdy ,,jo-jo” porusza si¢ w dét
oraz gdy porusza si¢ do gory? (b) Ile czasu wraca ,,jo-jo” do rak operujacego?

2,
Odp.: (a) mgR*/(R*+2r?) —ruch w dot i w gore. (b) — Y/ L2r*+RY)]g -
r

44. Jednorodny sztywny cylinder o promieniu R i o predkosci katowej wo wzglgdem swej osi, zostaje
puszczony pionowo na plaski, poziomy stél. Stot nie jest doskonale gladki, wigc cylinder zaczyna sig po-
ruszaé¢ §lizgajac si¢. Jaka jest predko$¢ srodka masy cylindra, gdy si¢ tylko toczy?

45. Lekka, cienka tasme nawini¢to na pelny cylinder o cigzarze 23 kg i promieniu 7,6 cm. Tasma jest
przerzucona przez lekki, gladki, nieruchomy blok, przytwierdzony u szczytu rowni. Na drugim koficu tamy
zamieszczono pionowo cigzar 4,5 kG (rys. 12-33). Gdy plaszczyzna, po ktérej porusza si¢ cylinder, jest
nachylona pod katem 30° do plaszczyzny poziomej, znaleZ¢: (a) liniowe przyspieszenie cylindra w dét
rowni pochylej, (b) naprezenie taSmy przyjmujac, Ze nie ma poslizgu.

Odp.: (a) 0,47 m/s2. (b) 48 N.

Rys. 12-33. Zadanie 45 Rys. 12-34. Zadanie 46

46. Rysunek 12-34 ilustruje nadanie kuli bilardowej poczatkowej predkosci vo. Wektor popedu sily
jest doktadnie poziomy i przechodzi przez $rodek kuli. Predko$¢ poczatkowa vo, promien R, masa M
kuli i wspolczynnik tarcia u pomiedzy kula a stolem sa znane. Jak daleko przesunie si¢ kula po stole,
zanim przestanie si¢ $lizgaé?



