13. Dynamika ruchu
obrotowego II.
Zasada zachowania
momentu pedu

13-1. Wprowadzenie

W rozdziale 12 zajmowali$my si¢ dynamika ruchu obrotowego ciala sztywnego dookota
nieruchome;j osi w inercjalnym uktadzie odniesienia. DowiedzieliSmy si¢, Ze wystarczy znaé
skladowe momentu sity wzdluz osi obrotu, wchodzace do skalarnej zaleznosci v = Iu
[réwnanie (12-17)], aby rozwiaza¢ zagadnienia dynamiczne w tym szczeg6lnym przypadku
ruchu obrotowego.

W tym rozdziale zajmiemy si¢ ruchem obrotowym ciala sztywnego dookota osi, ktéra
nie. jest osia nieruchoma w inercjalnym ukladzie odniesienia. Dla rozwiazania dyna-
micznych zagadnien w tym, bardziej ogélnym, przypadku bedziemy uzywaé ogélnego
(wektorowego) réwnania dla ruchu obrotowego, a mianowicie

dL
T= g (12.9)
W réwnaniu tym przy wektorze © opuscilismy dla wygody oznaczenie ,,zew”.

Pézniej wrécimy raz jeszcze do ruchu obrotowego punktéw materialnych oraz ciat
sztywnych dokola osi nieruchomych. Teraz jednakze w szczegdlnosci bedziemy badaé
dzialanie moment6w sit, ktére maja skladowe prostopadle do osi obrotu.

Naszym punktem wyjscia bedzie nie réwnanie (12-17) (r = Iu), lecz bardziej ogéine
réwnanie (12-9) (v = dL/d?).

W koncu zajmiemy si¢ uktadami, w ktérych nie wystepuja momenty sit zewnetrznych,
i wprowadzimy bardzo wazna zasade zachowania momentu pedu.

13-2. Bak

Rysunek 13-1a przedstawia bak wirujacy dookota swej osi symetrii. Punkt podparcia
baka znajduje si¢ w poczatku O inercjalnego ukladu odniesienia. Wiemy z doswiadczenia,
Ze o takiego wirujacego baka bedzie poruszaé si¢ dookola osi pionowej, zakreslajac
powierzchnig stozka. Taki ruch nazywamy precesjq. Zobaczymy, czy mozemy przewidzie¢
rodzaj tego ruchu, wychodzac z zasad mechaniki klasycznej, w szczeg6Inosci, czy mozemy
wyliczy¢ w,, czyli predkos¢ katowa ruchu precesyjnego.
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W sytuacji przedstawionej na rys. 13-1a bak ma katowa predkos¢ w dookota swojej
osi. Ma on réwniez moment pedu L wzgledem tej samej osi*, ktéra tworzy kat 6 z osia
pionow3.

Na bak dzialaja dwie sily: sita w punkcie podparcia O dziala w gére i sita cigzkosci
przytozona do $rodka masy dziata w dot. Sita dzialajaca w gér¢ przechodzi przez punkt O,
a jej moment sity wzgledem tego punktu jest réwny zeru, poniewaz ramig jest réwne zeru.
Cigzar mg jednakze wytwarza moment sity wzglgdem punktu O, dany przy pomocy wzoru

T=rxF=rxmg,
gdzie r okresla potozenia $rodka masy wzgledem punktu podparcia. Réwnanie to wymaga,
aby T bylo prostopadie do plaszczyzny utworzonej przez r i mg. Stosujac regute prawej
reki otrzymujemy kierunek wektora «, jak na rys. 13-1a. Zauwazamy, ze v, Lir obracajg
si¢ dookota osi obrotu baka z predkoscia katowa precesji w,.

E4

Rys. 13-1. (a) Ruch precesyjny baka, o ci¢zarze mg, momencie pedu L i srodku masy wyznaczonym przez
wektor r. (b) Stozek zakreslony przez o§ baka. Wektor predkosci katowej precesji w, skierowany jest
pionowo w gore

Pod wptywem momentu sil dzialajacych na cialo sztywne ulega zmianie moment
pedu tego ciafa, zgodnie z podstawowym wyraZeniem [réwnanie (12-9)]

v = dL/dz. (12-9)
Moment pedu L jako wektor moze ulega¢ zmianie co do wartosci i kierunku. Réwnanie
(12-9) wskazuje, ze zmiana L (tzn. dL) musi by¢ skierowana réwnolegle do <. Z rysunku

* Wektor w zawsze lezy wzdtuz (nieruchomej) osi obrotu wirujacego ciata, lecz ogélnie nie dotyczy
to wektora L (patrz paragraf 13-3). Jednakze dla cial obracajacych sie dookota osi symetrii, zaréwno w,
jak i L leza na osi obrotu; zakladamy przy tym, ze o$ obrotu jest osia nieruchoma. Mozemy przyjaé, ze
wektory w i L sa wspolosiowe dla wirujacego baka (rys. 13-1a), jezeli o > w,, a wigc gdy predkosé pre-
cesji jest wzglednie mala; w tym przypadku o$ obrotu nie jest catkowicie nieruchoma, lecz jej kierunek
zmienia si¢ bardzo powoli.
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13-1a widzimy, ze wektor T tworzy kqt prosty z L. Zatem zmiana L pod wplywem dziatania
momentu sily musi by¢ takZe prostopadia do L.

Aby zbada¢ to zjawisko ilosciowo, obserwujmy ruch baka w ciagu czasu At W ciagu
tego przedzialu czasu zmiana L wynosi

AL = xAt, (13-1)

zgodnie z rownaniem (12-9) (jezeli At jest dostatecznie mate). Te Zmiang AL, ktéra po-
dobnie jak < jest prostopadia do L, widzimy na rys. 13-1b. O$ baka zakreslita tu petny
stozek, ale sam bak nie zostal umieszczony na rysunku.

Moment pedu baka po uplywie czasu At jest suma geometryczng L i AL. Poniewaz AL
jest prostopadte do L i zgodnie z zaloZeniem jest wielkosciag bardzo mata co do wartosci,
to nowy moment pedu ma t¢ samg wartos¢, lecz nieco zmieniony kierunek. Dlatego koniec
wektora momentu pedu zakresla w miar¢ uptywu czasu okrag w plaszczyznie poziomej
(rys. 13-1b). Poniewaz wektor ten lezy zawsze wzdtuz osi obrotu baka, okreslilismy w ten
sposob ilosciowo precesj¢ baka.

Predkos¢ katowa precesji w, wynika z rys. 13-1b, na ktérym

0, = Ap/At.
Ale poniewaz AL < L, wigc mamy (patrz réwnanie (13-1))
Ap =~ AL[Lsin® = vAt/Lsinf
albo
w, = Ap[At = t[Lsin6. (13-2a)
Poniewaz (rys. 13-1a)
T = rmgsin(180° —0) = rmgsin6,
otrzymujemy ostatecznie
w, = mgr[L. (13-2b)
Zwracamy uwagg, Ze predkos¢ katowa precesji nie zalezy od kata 0 i zmienia si¢ odwrotnie
proporcjonalnie do wartosci momentu pedu. Jezeli moment pedu jest duzy, to predkosé
katowa precesji bedzie mala.

Réwnanie (13-2b) mozemy wyrazi¢ w postaci wektorowej. Przepisujemy najpierw

réwnanie (13-2a) jako

T = w,Lsin0.

Wektor w, jest teraz na rys. 13-1b skierowany w gore i kat 0 lezy miedzy w,, i L. Po prawej
stronie powyzszego réwnania rozpoznajemy warto$¢ bezwzgleda iloczynu wektorowego
w, X L. Widzimy zatem, Ze réwnanie to daje warto$¢ bezwzgledna wektora T wystgpujacego
w réwnaniu wektorowym

T=w,xL. (13-3)
Jest to ogdlne wyrazenie wektorowe wiazace katowa predko$é precesji z momentem
sity * i momentem pgdu L. Czytelnik tatwo dowiedzie, Ze réwnanie (13-2b) wynika z tego
ostatniego réwnania wektorowego. Stosujac regule prawej reki do wektoréw przedsta-
wionych na rys. 13-1b widzimy, ze porzadek czynnikéw po prawej stronie réwnania (13-3)

jest poprawny, tak ze iloczyn wektorowy w, xL okresla zaréwno poprawny kierunek,
jak i poprawna wartos¢ bezwzgledna wektora «.
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Przyklad 1. Studentka trzyma kolo roweru obracajace si¢ z wzglednie duza predkoscia katowa o.
dookola poziomego preta, jak to ilustruje rys. 13-2a. W pewnym momencie skreca pret (w ciagu czasu Ar)
o maly kat A powyzej poziomu, jak to ilustruje rys. 13-2b. Jaki jest moment sily przylozonej do preta,
potrzebny do utrzymania go caly czas w plaszczyZnie pionowej?

Studentka wnioskuje z naprezefi odczuwanych w swoim przegubie, ze musi przyklada¢ moment sily
do preta, aby po prostu utrzyma¢ go w polozeniu poziomym. Moment ten rownowazy dzialanie skrecajace
sily cigzkosci przylozonej do $rodka masy i skierowany jest wzdtuz poziomej osi prostopadiej do plasz-
czyzny rys. 13-2. Studentka musi przylozy¢ sit¢ o tym momencie niezaleznie od tego czy kolo obraca sig,
czy tez nie.

a)

Rys. 13-2. (a) Studentka trzyma na poziomym precie szybko wirujace kolo rowerowe (b) w pewnej
chwili odchyla pret od poziomu w goérg o maly kat A6

Jezeli teraz obrdci ona pre¢t wirujacego kola w gore, to stwierdzi, ze kolo zboczy na prawo do$é
nagle, tak ze nie utrzyma preta w plaszczyZnie pionowej. Aby utrzymac ten pret w plaszczyznie pionowej
podczas skrecania go w gore, studentka musi przylozy¢ sil¢ o dodatkowym momencie. Ten dodatkowy mo-
ment sily wzgledem prawie pionowej osi ma za zadanie skreci¢ pret w lewo, aby przeciwdzialaé usuwaniu
preta z plaszczyzny pionowej. Zobaczymy dlaczego tak sig¢ dzieje.

Skrecajac pret w gorg zmieniamy jego moment pedu L w czasie Ar o wielko$¢ AL, jak to ilustruje
rys. 13-2b. Zatem podczas tego przedziatu czasu cztowiek musi dziala¢ na koo sila o §rednim momencie,
danym przy pomocy réwnania (12-9), czyli © = AL/At; warto$¢ T wyliczamy z wyrazenia

A
T= —L = LsinA6At.
At

Sredni moment sily ¥ ma ten sam kierunek co AL, tzn. jest w przyblizeniu skierowany pionowo w gore,
jezeli kat AG (rys. 13-2b) nie jest zbyt duzy. Taki moment sily spowoduje skrgt w lewo podczas obra-
cania preta nie wirnjacego kota w gore. Tego momentu sily musi dostarczyé studentka obrajaca wiru-
jace kolo. Jezeli tego nie uczyni, pret nie pozostanie w plaszczyZnie pionowej.

Przeprowadzenie takiego eksperymentu z wirujacym kolem pozwala stwierdzi¢ zaleznosci pomigdzy
wektorami L, AL i 7. Ten ostatni eksperyment mozna przeprowadzi¢ z dziecinnym bakiem, chociaz nie
odczujemy wowczas dzialania zaleznoéci T = dL/dt tak wyraZnie, jak w przypadku do§wiadczenia z wiru-
jacym kolem roweru.

Istnieje analogia pomiedzy eksperymentem przedstawionym na rys. 13-2, a innym eksperymentem,
ktéry polega na obracaniu cigzarka zaczepionego na sznurze po poziomym okregu kola ze stata predkoscia.
Podczas takiego eksperymentu w kazdym przedziale czasu At nastepuje zmiana kierunku pedu P cigzarka,
przy niezmienionej warto$ci bezwzglednej tego pedu. Zachodzi to dzigki dziataniu sily skierowanej pod
katem prostym do wektora P (a w kierunku AP), czyli sily dosrodkowej. W eksperymencie zilustrowanym
na rys. 13-2 studentka musi zmieni¢ kierunek momentu pedu L kola w czasie At, pozostawiajac jego wartosé
bezwzgledna nie zmieniona. W tym celu przyklada sile, ktorej moment skierowany jest prostopadle do
wektora L (a w kierunku AL), to znaczy pionowo w gore*.

* Analogia ta zbadana jest przez A. E. Benfiela, American Journal of Physics, September 1958. Patrz
takze zadanie 5.
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13-3. Moment pedu i predkos¢ kqtowa

Zajmiemy si¢ teraz zbadaniem zaleznosci migdzy momentem pedu i predkoscia katowa
cial obracajacych si¢ dookola nieruchomej osi w inercjalnym ukladzie odniesienia.

Przede wszystkim rozpatrzymy pojedynczy punkt materialny o masie m, poruszajacy
si¢ z predkoscia v, po okregu kota dookota osi z w inercjalnym uktadzie odniesienia (rys.
13-3). Predkos¢ katowa w tego punktu leZzy na osi x-6w i jest skierowana w gére. Jego
moment pedu 1 wzgledem poczatku uktadu odniesienia O obliczamy z réwnania (12-3),
czyli

l=rxp,

X a) X b)

Rys. 13-3. (a) Punkt materialny o masie m porusza si¢ z predkoscia v po okregu kola o promieniu a
w inercjalnym ukladzie odniesienia. Przez §rodek kota przechodzi o§ z. Moment pedu 1(= rx p) wzgledem
punktu O zaznaczono dwukrotnie: na obwodzie i w §rodku kola. (b) Dla tego samego punktu material-
nego zaznaczono moment pedu 1 i jego sktadowe, site dosrodkowa F oraz moment sily wzgledem punktu
o0,

gdzie r oraz p (= mv) przedstawione sa na rysunku. Wektor 1 jest prostopadly do plasz-
Czyzny utworzonej przezr oraz p. Oznacza to, Ze I nie jest réwnolegly do w. Zwracamy uwa-
g¢, ze 1 ma wektorowa sktadowa 1, ktora jest réwnolegta do w, i ma réwniez inng wekto-
rowg sktadowa 1, ktéra jest prostopadia do w. Zwracamy uwage réwniez na to, ze jezeli
wybierzemy poczatek ukladu tak, aby lezat w plaszczyznie wirujacego punktu, to wéwczas 1
bedzie réwnolegle do w.

Ten, by¢ moze, nieoczekiwany wynik, ze 1i w w tym prostym przypadku nie s do siebie
réwnolegte, moze spowodowaé u Czytelnika pewien niepokdj. Jednakze wynik ten jest
w catkowitej zgodzie z zalezno$cia ogélng t = dl/d¢, dla momentu sily dzialajacej na po-
jedynczy punkt materialny. Wektor 1 zmienia si¢ w czasie w miare ruchu punktu material-
nego. Jest to wylacznie zmiana kierunku, a nie wartosci, tak jak to mialo réwniez miejsce
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dla ruchu precesyjnego baka, omawianego w poprzednim paragrafie. Poniewaz prawa stro-
na zalezno$ci (dl/d¢) jest rézna od zera, to i lewa strona (t) musi byé réwniez rézna od
zera. Znaczy to, Ze sita dzialajaca na punkt materialny ma pewien moment wzgledem po-
czatku uktadu. Taki moment sily wystgpuje rzeczywiscie. Na czastke poruszajaca si¢ po
okregu kota musi dziataé sita dosrodkowa F (rys. 13-3b). MoZemy sobie wyobrazié,
ze sita F jest sila napre¢zenia nici, ktora wiaze obracajacy si¢ punkt materialny z osia
z. Moment sity F wzgledem poczatku ukladu O, dany réwnaniem (12-1), wynosi
T =rxF.

Moment sity T jest styczny do kota (prostopadly do plaszczyzny utworzonej przez r i F)
i ma kierunek wskazany na rys. 13-3b, co mozna latwo sprawdzi¢ stosujac regule prawej
reki.

Przyklad 2. Wykaza¢, ze w przypadku poruszajacego si¢ punktu materialnego (rys. 13-3) spetione
jestrownanie T = dl/dz.

Dowodd przebiega w ten sam spos6b jak dla wirujacego baka z rozdz. 13-2, gdyz z punktu widzenia
rachunku wektorowego te dwa zagadnienia sa identyczne. W kazdym przypadku mamy do czynienia
z precesja wektora momentu pedu [L dla baka i I dla punktu materialnego (rys. 13-3)] dookola osi pionowej
z predkoscia precesji w, dla baka i predkoscia w dla punktu materialnego. W kazdym przypadku mamy
moment sity, ktory jest zawsze prostopadty do ptaszczyzny utworzonej przez L (albo 1) i przez w, (albo w).

Tak wigc poniewaz te dwa zagadnienia sa formalnie identyczne, wystarczy stwierdzi¢, czy punkt
materialny poruszajacy si¢ po okregu (rys. 13-3) spelnia wektorowe réwnanie dla precesji (t = w,xL;
réwnanie 13-3). Réwnanie to wyprowadzilismy dla ruchu precesyjnego baka bezposrednio z zaleznosci
T = dL/d¢ [réwnanie (12-9)], z ktéra jest ono réwnoznaczne. Mozemy napisaé¢ zalezno$¢ Tt = w,xL
postugujac si¢ wartosciami bezwzglednymi. Zatem

T = wlsin(90°—6) = wlcosb, 13-4)
gdzie podstawiliSmy w zamiast w, i / zamiast L. Z rysunku 13-3a widzimy, ze kat pomig¢dzy « i 1 wynosi
90°—0. Dla 7 i /, postugujac si¢ znéw oznaczeniami z rys. 13-3a, piszemy

T = Frsin(90°+ 0) = mw?(rsinf)rcos6
oraz

! = rpsin90° = r(mv) = rmw(rsinf),
gdzie rsin6 jest promieniem a okregu, po ktorym porusza si¢ punkt materialny, (90°+6) jest katem po-
miedzy wektorami r i F, a 90° jest katem pomig¢dzy wektorami r i p. Podstawiajac te dwa wyrazenia do
réwnania (13-4) otrzymujemy

mw?risinfcosd = w(mwr?sinf)cosb,
co jest tozsamoscia. Postugujac si¢ zatem wartosciami bezwzglednymi udowodnili§my postawione twier-
dzenie. Czytelnik moze wroci¢ do rys. 13-3 i upewni¢ sig, Ze kierunek wektora < jest taki sam jak kierunek
dl/d¢ [rébwnanie (12-7)] albo kierunek w x1 [rOwnanie (13-3)].

Zajmiemy si¢ teraz zalezno$cia pomiedzy 1, i w dla punktu materialnego z rys. 13-3.
Z przykladu 2 wiemy, ze
1 = mriwsind.
Z rysunku 13-3b widzimy, ze
1, = lsin® = mwr3sin?0.
W zaleznosci tej rsinf = a jest promieniem okregu, po ktérym porusza si¢ punkt ma-
terialny. To prowadzi do wyrazenia

I, = ma’w, (13-5)
w ktérym ma? jest momentem bezwladnosci 7 punktu materialnego wzgledem osi z. Stad
I, = Iw; (13-6)
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réwnanie to poréwnujemy z réwnaniem (12-18) (L = Jw) dla ruchu obrotowego ciala
sztywnego dookola osi nieruchomej. Zwracamy uwage, Ze wektorowa zaleznosci 1 = Jw
nie jest poprawna w tym przypadku, poniewaZz I i « nie maja tego samego kierunku. Jed-

nakze 1, i & maja ten sam kierunek, tak ze réwnanie (13-6) mozemy réwniez napisaé w pos-
taci wektorowej jako 1, = Iw.

Dodajmy teraz do ukladu przedstawionego na rys. 13-3 jeszcze jeden punkt materialny
o masie m. W szczeg6lnosci dodajmy ten punkt do tej samej orbity i kazmy mu poruszaé
si¢ z ta sama predkoscia, ale zawsze niech ten punkt znajduje si¢ w punkcie diametralnie
przeciwnym do polozenia pierwszego punktu wzgledem osi obrotu. Moment pedu 1,
drugiego punktu materialnego wzgledem poczatku O bedzie miat taka sama warto$é jak 1,
dla punktu pierwszego i bedzie tworzyt taki sam kat 90°—60 z osig z. Te dwa momenty
pedu beda miaty jednak rézna orientacj¢ wzgledem osi obrotu. Jak przedstawia rys. 13-4a,
wektor 1, bedzie lezal w plaszczyznie utworzonej przez w i 1, ale bedzie si¢ znajdowat
Ppo przeciwnej stronie osi z, w poréwnaniu z zalozeniem wektora 1, . Kat migdzy wektorami
1, i 1, wynosi 180°—26.

x a) b)

Rys. 13-4. (a) Dwa punkty materialne o masie m kazdy poruszaja sie jak punkt matrialny z rys. 13-3, lecz
zajmuja diametralnie przeciwne polozenia. (b) Rzut tych punktéw na plaszczyzne wyznaczona przez 0§
obrotu i odcinek migdzy punktami. Catkowity moment pedu L(= 1, +1,) ukladu dwéch punktéw material-
nych lezy na osi obrotu, tak samo jak w

Catkowity moment pedu L ukladu dwéch punktéw materialnych jest to suma geo-
metryczna momentéw pedu poszczegolnych punktéw, czyli L = 1, +1,. Wektor wypad-
kowy L, jak widzimy na rys. 13-4b, lezy na osi z (w kierunku ) i ma stala warto$¢ bez-
wzgledna. Zwracamy uwagg, ze stwierdzenie to jest prawdziwe niezaleznie od tego, gdzie
umie$cimy poczatek ukladu O na osi obrotu.

Fakt, ze L jest staly (zaréwno co do kierunku, jak i co do wartosci bezwzglednej) dla
takiego uktadu dwu punktéw materialnych oznacza, ze dL/d¢ = 0, co z kolei [réwnanie
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(12-9)] prowadzi do wniosku, ze dla tego ukladu T = 0. Czytelnik moze si¢ latwo prze-
konaé, przy pomocy rys. 13-3b, ze w tym przypadku momenty sit dzialajacych na punkty
materialne wzgledem punktu O sa réwne co do wartosci, lecz przeciwnie skierowane.
Tak wiec catkowity moment sit dzialajacych na uklad dwéch punktéw materialnych jest
réwny zeru.

Fakt, ze w i L majg w tym przypadku ten sam kierunek, a nie miaty go w przypadku
pojedynczego punktu materialnego, daje si¢ tatwo wyjasni¢ symetria ukladu. Punkty ma-
terialne maja bowiem te same masy, znajduja si¢ w tej samej odlegltosci od osi obrotu w dia-
metralnie przeciwnych potozeniach.

Mozemy teraz uogélnié nasze rozwazania na przypadek ciala sztywnego bedacego
ukladem wielu punktéw materialnych. Jezeli cialo jest symetryczne wzglgdem osi obrotu,
to moZemy je rozpatrywaé jako uklad par punktéw materialnych podobnych do omawia-
nych powyzej. Przez symetri¢ ciala wzgledem osi obrotu rozumiemy to, ze dla kazdego
elementu ciala istnieje identyczny element znajdujacy si¢ w diametralnie przeciwnym po-
lozeniu i w tej samej odlegtoéci od osi obrotu. Poniewaz L i w sa réwnolegle dla kazdej
takiej pary elementéw ciala, wigc sa one réwniez réwnolegte w przypadku ciat sztywnych
majacych tego rodzaju symetri¢. Zwracamy uwage, ze wszystkie uklady z tablicy 12-1
spetniaja to kryterium z wyjatkiem przypadkéw (f) i (j).

Poniewaz dla symetrycznych ciat sztywnych L i w sa réwnolegte, wigc réwnanie (12-18)
(L = Iw) mozemy zapisa¢ w postaci wektorowej, czyli

L = Io. (13-7)

Nie mozemy jednak zapomnieé, ze jeZeli L oznacza calkowity moment pedu, to réwnanie
(13-7) stosuje si¢ tylko do cial majacych symetri¢ wzgledem (nieruchomej) osi obrotu*.
Jezeli natomiast L oznacza skladowa wektorowa momentu pgdu wzdtuz osi obrotu (to
jest L,), to réwnanie (13-7) jest réwnowazne réwnaniu (12-8) i obowiazuje dla dowolnego
ciala sztywnego (symetrycznego albo niesymetrycznego), obracajacego si¢ dookota nieru-
chomej osi.

Przyklad 3. W przykladzie 5 (rozdzial 12) znalez¢ przyspieszenie spadajacego ciala, rownanie (12-9)
(v = dL/ds).

Na ukiad z rys. 12-12 skladajacy si¢ z krazka M i masy m dzialaja dwie zewnetrzne sily. Przyciaganie
ziemskie mg dziala na mas¢ m, a lozyska osi krazka dzialaja sila skierowana w gor¢. Naprezenie sznura jest
sita wewnetrzna i nie dziala na uklad (krazek+ cigzarek). Tylko pierwsza z tych sit zewnetrznych ma mo-
ment wzgledem poczatku ukladu (o$ krazka); jego warto§¢ wynosi (mg)R.

Moment pedu ukladu wzgledem osi obrotu w kazdej chwili wynosi

L = Iw+ (mv)R.

Iw jest momentem pedu (symetrycznego) krazka, a (mv) R jest momentem pedu (ped - ramig) spadajacego
ciala wzgledem osi obrotu. Obydwa te momenty (tworzace moment pgdu L) maja ten sam kierunek, to
znaczy sa prostopadle do plaszczyzny rys. 12-12 i skierowane na zewnatrz.

* Uprosciliémy znacznie warunki symetrii. Kazde cialo sztywne niezaleznie od tego, jak nieregularny
ma ksztalt, ma trzy prostopadle osie przechodzace przez $rodek masy ciala, wzgledem ktorych wektory
L i w, do siebie rownolegle, zwiazane sa wektorowa zaleznosci L = Iw. Te trzy osie nazywamy osiami
gléwnymi. Najwygodniejsza osia obrotu jest zawsze of gléwna, jak réwniez osie prostopadle do niej i prze-
chodzace przez §rodek masy. Jednakze, ogolnie biorac, wektory L i w nie sa do siebie réwnolegte w przy-
padku obrotu wok6t innych osi niz osie gtowne. [Patrz: W. Rubinowicz i W. Krélikowski, Mechanika teo-
retyczna, PWN, Warszawa 1961).
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Stosujac rownanie T = dL/d¢ (w postaci skalarnej) otrzymujemy
d
(mg)R = d—‘(1w+va) = I(dw/dt)+mR(dv/dt) = Ia+ mRa.

Poniewaz a = aR i I =} MR?, wigc wyrazenie redukuje si¢ do postaci:
mgR = (AMR?) (a/R)+mRa;
stad
2mg
M+2m’

Przyklad 4. Zajmiemy si¢ prostym, niesymetrycznym cialem sztywnym, ktore porusza si¢ ruchem
obrotowym. S3 to dwa cigzarki na drazku, ktory tworzy kat 0 z nieruchoma osia obrotu przechodzaca przez
$rodek masy ukladu. Cialo obraca si¢ ze stala predkoscia katowa w; wektor w jest skierowany wzdluz
osi obrotu, jak to widzimy na rys. 13-5. Z do$wiadczenia wiemy, ze uklad taki jest ,,niezrownowazony”.
Gdyby o$ obrotu nie byla odpowiednio sztywna, to przy dostatecznie duzych predkosciach katowych ule-
gataby ona ztamaniu w punkcie C. Uklad ten ma tendencj¢ do zmiany kata 6 w kierunku 90°. Przy takim
bowiem kacie uklad fen stalby si¢ symetryczny wzgledem osi obrotu.

a=

toZysko —s

L

Rys. 13-5. Przyklad 4

(a) Wykazaé ilosciowo, ze dla niesymetrycznego ukladu z rys. 13-5 wektory L i w nie sa rownolegte,

Kazdy ciezarek o masie m ma moment pedu wzgledem punktu C rowny rxp. W chwili okreslonej
na rysunku gorny cigzarek porusza si¢ w kierunku prostopadtym na zewnatrz plaszczyzny rysunku, a cig-
zarek dolny porusza si¢ w kierunku prostopadlym za plaszczyzng rysunku. Tak wiec wektory pedu i poto-
zenia tych dwoch mas sa rowne co do wartosci bezwzglednej, lecz przeciwnie skierowane. Stosujac do ilo-
czynu wektorowego r x p regule prawej reki, widzimy, ze moment pedu kazdego cigzarka jest rowny L.
Natomiast suma wektorow 1, czyli catkowity moment pedu L ukladu dwoch mas jest prostopadly do preta
laczacego te masy, jak to widzimy na rys. 13-5. Zatem wektory L i w nie sa rownolegle do siebie w danej
chwili. Z naszego rozwazania wynika, ze kiedy dwa ciezarki obracaja si¢, wtedy ich catkowity moment
pedu, chociaz staly co do wartosci, obraca si¢ dookota nieruchomej osi obrotu.

(b) Fakt, ze wektory L i w nie sa do siebie rownolegle, jest w doskonalej zgodzie z podstawowa za-
leznoécia T = dL/dt. Spotkali$my si¢ juz poprzednio dwukrotnie z faktem (patrz paragraf 13-2 i przyklad 1),
ze wektor momentu pedu majacy stata wartos¢ bezwzgledna i wirujacy dookola nieruchomej osi musi by¢
wynikiem istnienia momentu sily © prostopadiego do plaszczyzny utworzonej przez wektory L i w. W sy-
tuacji przedstawionej na rys. 13-5 ta plaszczyzna jest plaszczyzna rysunku. Czy istnieje taki moment sily
w tym przypadku, jezeli tak, to jakie jest jego pochodzenie?

Wystepuje tu rzeczywiscie ten moment sily i wynika on z dzialania niezréwnowazonych sit bocznych,
z jakimi odzialuja lozyska na o$ obrotu. Sily te przenoszone sa nastepnie przez o§ obrotu na drazek cig-
zarkoéw. W chwili okreslonej na rysunku gérna masa ma tendencj¢ do poruszania si¢ na zewnatrz, na prawo.
O$ obrotu pociagnelaby na prawo gorne tozysko, ktére z kolei oddziatuje sita F na o$ obrotu. Podobnie
dolna masa ma tendencje do poruszania si¢ na zewnatrz, na lewo. O$ obrotu pociagnetaby dolne tozysko
w lewo, ktore z kolei oddziatuje sita —F na o§ obrotu. Moment sity © tych dwoch sit wzgledem punktu C
jest prostopadly do plaszczyzny rysunku i skierowany na zewnatrz. Tym samym jest on prostopadly do
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plaszczyzny utworzonej przez wektory L i w i skierowany w kierunku wlasciwym dla ruchu obrotowego
wektora L (Czytelnik moze to tatwo sprawdzic).

Sily F i —F w danej chwili leza w plaszczyZnie rysunku (rys. 13-5). W miar¢ obrotu cigzarkéw sily
te, a zatem i moment sily «, wiruja. Jednakze moment sily T zawsze pozostaje prostopadly do plaszczyzny
utworzonej przez wektory w i L (poréwna¢ z rysunkiem 13-1). Sily F i —F sa przyczyna ,,bicia osiowego”
w gornym i dolnym lozysku. Lozyska i ich zamocowania musza by¢ dostatecznie wytrzymate na dzialanie
tych sil. Ciala symetryczne wiruja bez ,,bicia osiowego™* i bez chybotania osi obrotu.

13-4. Zasada zachowania momentu pedu

W rozdziale 12 dowiedzieliSmy si¢, Ze stosunek zmiany catkowitego momentu pedu
ukladu punktéw materialnych wzgledem punktu zwiazanego z inercjalnym ukladem od-
niesienia (albo wzglgdem $rodka masy) do czasu, w ktérym ta zmiana nastapita, jest réwny
sumie momentdw sit zewnetrznych dziatajacych na ten uklad, to znaczy

Tyew = dL/dt. (12-9)

Przypu$émy teraz, Zze suma momentow sit zewnetrznych ., = 0; znaczy to, ze dL/dt = 0,
zatem L jest wektorem stalym.

Jesli wypadkowy moment sil zewnetrznych dzialajacych na uklad wynosi zero, catkowity
moment pedu ukladu pozostaje staly. Jest to zasada zachowania momentu pedu. Dla ukladu n
punktéw materialnych catkowity moment pedu wzgledem pewnego punktu wynosi

L=L+L+ .. +],.
Jesli wypadkowy moment sit zewngtrznych dziatajacych na uklad wynosi zero, to
L = const = L,, (13-8)

gdzie L, jest stalym wektorem calkowitego momentu pedu. Momenty pedu poszczegél-
nych punktéw materialnych moga si¢ zmienia¢, lecz ich suma wektorowa L, pozostaje
stala, gdy wypadkowy moment sit zewngtrznych réwna si¢ zeru.

Moment pedu jest wielkoscia wektorowa, a zatem réwnanie (13-8) jest réGwnowazne
trzem réwnaniom skalarnym, odpowiadajacym trzem osiom wspélrzednych przecho-
dzacych przez punkt odniesienia. Na podstawie zasady zachowania momentu pedu otrzy-
mujemy trzy warunki na ruch ukladu.

Jezeli uktadem punktéw materialnych jest cialo sztywne, obracajace si¢ dokola pewnej
osi (na przyklad osi z), ktdra jest nieruchoma w inercjalnym ukladzie odniesienia, to mo-
Zemy napisaé, ze

L, = lw, , (13-7)

* Bicie osiowe w lozyskach i wewnetrzne naprezenia moga byé powaznym praktycznym problemem
do rozwigzania w takich wirujacych przedmiotach, jak wirnik turbin przeznaczonych do ruchu na wysokich
obrotach. Chociaz wedlug projektu takie wirniki powinny by¢ symetryczne, jednakze z powodu malych
bledéw w rozmieszczeniu lopatek i innych elementéw caly uklad wirujacy moze staé si¢ nieznacznie asy-
metryczny. Uklady wirujace podlegaja procesowi wywazania, ktory polega na wprawianiu w szybki ruch
obrotowy i obserwowaniu, w ktérym miejscu wirujacego ciala nalezy odja¢ wzglednie dodaé pewna nie-
znaczng maseg. Proces ten dokonuje si¢ automatycznie w specjalnych urzadzeniach. Najbardziej ilustrujacym
przykladem wywazania moze by¢ wywazanie opon samochodowych z obreczami. Aby zredukowaé bicia
osiowe w lozyskach kola samochodowego, przy duzych predkosciach obrotowych doklada si¢ w odpo-
wiednich miejscach na obreczy kota kawalki olowianych nakiadek.
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gdzie L, jest sktadowa momentu pedu wzdiuz osi obrotu, a I jest momentem bezwladnosci
ukladu wzgledem tej samej osi. Wartos¢ momentu bezwladnosci obracajacego si¢ ciala
moze ulec zmianie przez przestawienie wzgledem siebie poszczegdlnych czesci ukladu wi-
rujacego. Gdy nie wystgpuja momenty sit zewnetrznych, skladowa L, musi pozostaé stata,
i gdy moment bezwladnosci Julega zmianie, wtedy dla spetnienia warunku statosci L, musi
ulec zmianie réwniez predkos¢ katowa w. Zasada zachowania momentu pgdu w tym przy-
padku daje si¢ wyrazi¢ w postaci:

Iv = Iywo = const. (13-9)
Réwnanie (13-9) obowiazuje nie tylko dla ruchu obrotowego dookola osi nieruchome;j,

Rys. 13-6. Skoczek odbija si¢ od trampoliny z wyciagnigtymi nogami i rckoma z pewna poczatkowa pred-
koscia katowa. Poniewaz w powietrzu nie wystgpuja momenty sit zewnetrznych, jego moment pedu
L(= Iw) jest staly. Gdy skoczek podkurczy rece i nogi, zmaleje I, ale odpowiednio wzro$nie w. Przy po-
nownym wyprostowaniu koficzyn jego predkosé katowa wroci do poczatkowej wartosci. Srodek masy
skoczka porusza si¢ po paraboli, co jest wspolna cecha dla tego typu ruchéw plaskich w polu sily cigzkosci
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lecz takze dookola osi przechodzacej przez §rodek masy ukladu, ktéry si¢ porusza w ten
spos6b, Ze jego 0§ obrotu pozostaje zawsze rownolegla do siebie (patrz str. 274).

Poniewaz I zalezy od kwadratu odlegtosci poszczegdlnych czgsci uktadu od osi obrotu,
zasade tg czgsto wykorzystuja akrobaci, skoczkowie do wody, tancerze baletowi, lyz-
wiarze i inni, zmieniajac w znacznym stopniu t¢ odleglos¢ przez wyciagnigcie albo pod-
kurczenie rak wzglgdnie nog. Popatrzmy na skoczka* przedstawionego na rys. 13-6.
Kiedy skoczek opuszcza trampoling, ma pewng predkos¢ katowa w, dookola poziomej
osi przechodzacej przez jego $rodek masy, dzigki temu wykona on p6t obrotu, zanim wpad-
nie do wody. Jezeli chce on w tym samym czasie wykona¢ péttora obrotu, musi potroié
swoja predkosé katowa. Oprocz sity cigzkosci zadne sity zewnetrzne podczas lotu na niego
nie dzialaja, a sila cigzkosci nie daje momentu sity wzgledem jego srodka masy. Zatem
moment pedu skoczka pozostaje staly i Jowo = Jw. Poniewaz w = 3w,, skoczek musi
zmieni¢ swdéj moment bezwladnosci wzgledem poziomej osi przechodzacej przez jego
$rodek masy od wartosci I, do wartosci 1/,. Zmiana ta nastgpuje poprzez S$ciagniecie
rak i nég do srodka ciata. Im bardziej skoczek powigkszy swoja predkos¢ katowa zmniej-
. szajac moment bezwladnosci, tym wigcej obrotéow wykona w danym czasie.

Powinni$my zwrdci¢ uwage na to, Ze energia kinetyczna skoczka nie jest stala. Rze-
czywiscie, poniewaz

Io = Lyw,, I<I,,
wiec
11w > $ I, 03,
czyli kinetyczna energia obrotowa skoczka wzrasta. Wzrost ten powoduje sam skoczek,
ktéry wykonuje prace Sciggajac do srodka czesci swego ciala.

W ten sam sposob lyzwiarz, czy tancerz baletowy moga zwigkszyé albo zmniejszyé
predkosé obrotowa dookota osi pionowej. Na tej samej zasadzie kot zawsze spada na lapy;
pomaga mu w tym ogon, ale tylko jako $rodek dodatkowy.

Przyklad 5. Maly przedmiot o masie m przywiazano do sznurka, ktory przechodzi przez pusta rurke.
Sznurek trzymamy w jedne;j rece, a rurke w drugiej. Przedmiot obraca sig¢ po okregu o promieniu r, z pred-
koscia v, . Pociagajac sznurek w d6t skracamy promien do wartosci r, (rys. 13-7). Znalezé nowe predkosci
v2 1 w2, jezeli znamy wartosci v i w; i promienie ryir;.

Sita ciagnaca sznurek w dot przenosi si¢ jako sila radialna na przedmiot. Taka sita powoduje, ze mo-
ment sily dzialajacy na przedmiot wzgledem $rodka obrotu jest rowny zeru. Poniewaz zadne momenty sit

zewnetrznych wzgledem osi obrotu nie wystepuja, wigc moment pgdu jest zachowany. Stad
poczatkowy moment pedu = koficowy moment pedu,

mo;r; = mo,r,,

r
Uy = 01—}
r2

Poniewaz r, > r,, przedmiot zwigkszy swoja predkos$é. Predkosé katowa obliczamy z réwnania
2 — 2
mriw; = mry;w;,

()

Wz = —] Wy,

rz2

czyli predkos¢ katowa wzrasta (patrz zadanie 31). Jakie znaczenie ma w tym zadaniu sila cigzkosci (cigzar
przedmiotu)?

skad

* Patrz: The Mechanics of Swimming and Diving, R. L. Page, The Physics Teacher, February 1976
(znajduje si¢ tam interesujaca analiza biomechaniczna).
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Przyklad 6. Czlowiek siedzi na krzesle, ktére moze si¢ swobodnie obraca¢ dokola swej osi pionowe;.
W wyciagnigtych poziomo r¢kach trzyma cigzarki o wadze 35,6 N kazdy. Bedac w takiej pozycji, zostat
wprawiony w ruch obrotowy z predkoscia katowa 0,50 obr/s.

Zakladamy, ze nie wystepuje tarcie i nie ma momentow sit wzgledem osi pionowej. Moment bez-
wladnosci samego czlowieka wynosi 6 kg - m?; wowczas gdy czlowiek ma rece z cigzarkami wyprosto-
wane w bok, jego zmiana nastepuje tylko dzigki przyblizeniu do osi obrotu trzymanych w r¢kach cigzar-
kéw, z odleglosci 90 cm na odleglos¢ 15 cm. Znalezé zmiang predkosei katowej.

Rys. 13-7. Przyklad 5. Masa umocowana na

koricu sznurka porusza si¢ po okr¢gu o promie-

niu r, z predkoscia katowa w,. Sznurek prze-

ciagnigty jest przez rurke. F dostarcza sity do-
Srodkowej

Poniewaz jedyna sila zewnetrzna jest tu sila cigzkosci, o momencie wzgledem osi obrotu (przecho-
dzacej przez Srodek masy) réwnym zeru, moment jest zachowany,

poczatkowy moment pedu = koficowy moment pedu,

Iywo = lw.
Mamy
I = Iczgtow + Ligz,
I, = 6,0+2-4-0,9% = 12,5 kg- m?,
I=6,0+2-4-0,15%2 = 6,18 kg m?,
wo = 0,50 obr/s = wrad/s.
Zatem
o= ITowo = ~:%7r rad/s = 2,1 = rad/s = 1,0 obr/s.

Koricowa predko$¢ katowa jest dwa razy wicksza od poczatkowe;j.

Jezeli moment bezwladnoéci zostanie zmniejszony na skutek przyciagania rak do siebie, koficowa
predko$¢ katowa bedzie znacznie wigksza.

Jakie zmiany spowodowaloby tarcie? Czy jezeli czlowiek przyciaga rece do siebie, a nastepnie ponownie
je wyprostowuje, to energia kinetyczna jest zachowana, przy zalozeniu, ze nie ma tarcia? Wyjaéni¢ to.

Przyklad 7. Oméwimy do$wiadczenie ilustrujace wektorowy charakter prawa zachowania momentu
pedu. Czowiek stoi na stole, ktory moze si¢ obracaé tylko dokota osi pionowej. W swych rekach trzyma
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koto rowerowe. Kolo to obraca si¢ dokola osi pionowej z predkoscia katowa wo. Czlowiek bedac sam
w spoczynku stara si¢ zmieni¢ kierunek obrotu kota. Co w tym przypadku zauwazymy?

Rozpatrzmy uklad skladajacy si¢ z czlowieka, stolu obrotowego i kola. Poczatkowy catkowity moment
pedu Jow, pochodzi od wirujacego kota. I, jest momentem bezwladnosci kota wzgledem osi pionowej,
w, — wektorem poczatkowej predkosci katowej skierowanym w gore (rys. 13-8a ilustruje poczatkowy stan
ukladu).

Ipwp = Iywg

Rys. 13-8. Przykiad 7. (a) Moment pgdu (poczatkowy) kota poziomego. (b) Plaszczyzna kota odchylona
jest od poziomu o kat 6. Poniewaz nie ma momentu sity w kierunku pionowym, moment pedu w tym kie-
runku musi by¢ zachowany. Ubytek momentu pedu réwny (1 —cos6) Iow, odnajduje sie w obrocie czlo-
wieka trzymajacego kotlo. (c) Kolo obrocone o 180°. Ubytek wynosi teraz 2l,wo; podobnie jak poprzednio,
otrzymuje go czlowiek trzymajacy koto

Nastepnie 0§ obrotu kola zostaje odchylona od pionu o kat  (w tym celu potrzebny jest pewien mo-
ment sily; patrz przyklad 1, jednakze ten moment sily jest momentem sily wewngtrznej ukladu zgodnie
z podana poprzednio definicja). Poniewaz zewngtrzna skladowa momentu sily ukladu wzgledem osi pio-
nowej nie wystgpuje, sktadowa pionowa momentu pedu musi pozosta¢ stata. Koto obraca si¢ teraz dookola
nowej osi skierowanej pod katem 6 do pionu. Skladowa pionowa momentu pedu wynosi teraz tylko
I,wocosf. Zatem czlowiek ze stolem musi dostarczyé dodatkowego momentu pedu wzgledem osi piono-
wej i zaczyna si¢ dookola niej obracaé. Ten dodatkowy pionowy moment pedu I,w, W sumie z mo-
mentem Jowocos musi rownaé sie poczatkowemu momentowi pedu Ihwe. A wigc

Lw, = Iywe(1—cosh),
co jest przedstawione na rys. 13-8b. I, jest momentem bezwladnosci czlowieka i stolu, a w, ich predkoscia
katowa wzgledem osi pionowe;.

Jezeli czlowiek obréci koto o kat 6 = 180°, to uzyska razem ze stolem pionowy moment pedu 27,w,.
Calkowity pionowy moment pedu jest w dalszym ciggu zachowany, czyli rowna si¢ poczatkowemu momen-
towi pedu Iow, (rys. 13-8c).

Rozwazmy teraz moment pedu samego kota. Czlowiek obracajac o§ obrotu kota o kat 0 przyklada do
niego moment sily w ciagu czasu At, tyle bowiem trwa nowe ustawienie osi obrotu. Skladowa pionowa sit
reakcji na ten ,,impulsowy” moment sily dziala na cztowieka i wplywa na pionowa sktadowa momentu
sity czlowieka i stolu.

Koto trzymane pod katem 6 wzgledem pionowej osi porusza si¢ ruchem precesyjnym wzgledem tej osi,
podobnie jak to mialo miejsce w przypadku baka z rys. 13-1. Teraz, podobnie jak w przypadku baka,
poziomy moment sily, ktéry pozostaje zawsze pod katem prostym do plaszczyzny utworzonej przez of
pionowa i 0§ kofa, musi w tym przypadku pochodzi¢ od czlowieka.

Doktadna analiza ruchu tego ukladu opiera si¢ na wektorowym réwnaniu T = dL/d¢ oraz wektorowej
naturze wielkosci stosowanych wyzej. Pozostawiamy ja zainteresowanemu Czytelnikowi jako samodzielne
¢wiczenie.
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13-5. Niektore dalsze aspekty zasady zachowania momentu pedu

Zasada zachowania momentu pedu obowiazuje zaréwno w fizyce atomowej i jadrowej, jak i w mechanice
nieba i cial makroskopowych. Mechanika Newtona nie potwierdza si¢ w dziedzinie fizyki atomowej i ja-
drowej. Zatem zasada zachowania momentu pedu musi by¢ bardziej podstawowa niz zasady Newtona.
Przy wyprowadzeniu tej zasady przyj¢liSmy bardziej sztywne zalozenia, niz to bylo konieczne nawet w ra-
mach mechaniki klasycznej. Czytelnik powinien zauwazy¢ zasadnicza rolg trzeciej zasady Newtona w
wyprowadzeniu zasady zachowania momentu pedu. Uzyli$my tej zasady, aby usprawiedliwié zalozenie,
ze suma momentow sit wewnetrznych znika. Zalozyli$my, ze sity akcji i reakcji sa rowne co do wartodei
i przeciwnie skierowane (,,sltaba” forma) i ze leza wzdtuz prostej laczacej dwa oddziatujace na siebie punkty
materialne (,,silna” forma trzeciej zasady). Wiadomo, ze w pewnych oddzialywaniach elektromagne-
tycznych ,,silniejsze” sformulowanie nie obowiazuje. Jednakze zalozenie, ze suma momentéw sit wew-
netrznych ukiadu punktéw materialnych jest rowna zeru, moze byé¢ uzasadnione na podstawie o wicle
stabszego warunku niz ten, ktory obowiazuje zgodnie z trzecia zasada dynamiki*.

Zasada zachowania momentu pedu w postaci przez nas podanej obowiazuje dla ukladu cial, ktére mozna
traktowa¢ jako punkty materialne, tzn. mozna pominaé ich ruch obrotowy. Gdy jednak poszczegdlne ciata
ukiadu maja wasny ruch obrotowy, zasada zachowania pedu obowiazuje nadal po uwzglednieniu momentu
pedu zwigzanego z tym obrotem. Jednakze ciala takie nie sa juz prostymi czastkami, ktorych ruch opisuje
dynamika punktu materialnego.

W fizyce atomowej i jadrowej stwierdzamy, ze ,,czastki elementarne”, takie jak: elektrony, protony
i neutrony itd. (patrz zalacznik I) maja moment pedu wywolany z jednej strony wlasnym ruchem obroto-
wym, a z drugiej strony — ruchem wzgledem pewnego punktu zewngtrznego. W takim przypadku, kiedy
stosujemy zasade zachowania calkowitego momentu pedu, musimy wlaczyé do sumy momentow wlasny
moment pedu, nazwany spinem. Podstawowa wiasciwoscia uktadéw czasteczkowych, atomowych i jadro-
wych jest to, ze ich momenty pedu moga przyjmowa¢ icisle okreslone, nieciagle wartoéci. Méwimy wtedy,
zemoment pedu jest skwantowany. Dlatego tez moment pedu odgrywa gléwna rolg przy opisie zachowania sie
tego rodzaju ukladow (patrz zadania 9 i 10). Takie uklady bedziemy jeszcze omawiaé w dalszych rozdzia-
fach.

Jezeli patrzylibySmy na Slorice, planety i Ksiezyc jako na czastki nie majace wlasnych momentéw
pedu dookota wiasnej osi, to moment pedu Ukladu Stonecznego nie bylby staly. Ale ciala te maja wlasny
moment pedu. Istotnie, sity przyplywow przenosza cze¢sciowo wlasny moment pedu na orbitalny moment
pedu planet i ksigzycow. Kiedy stosujemy zasade zachowania momentu pedu, musimy uwzgledni¢ ten
obrotowy moment pedu wzgledem wiasnych osi. Zasada zachowania momentu pedu odgrywa podstawowa
role w rozwoju teorii 0 poczatku Ukladu Slonecznego, kurczeniu si¢ gwiazd olbrzymoéw i w innych za-
gadnieniach astronomii. Niektore zastosowania astronomiczne tej zasady omowimy w rozdziale 16.

Ten raczej prosty sposob analizy catkowitego momentu pedu uktadéw atomowych albo astronomicz-
nych opiera si¢ na twierdzeniu (patrz zadanie 15), ze: calkowity moment pedu L dowolnego ukladu wzgle-
dem poczatku inercjalnego ukladu odniesienia jest suma momentu pgdu wzgledem $rodka masy tego ukladu
(wlasnego momentu pedu, czyli spinu) i momentu pedu wynikajacego z ruchu obrotowego $rodka masy,
wzgledem poczatku ukladu (orbitalny moment pedu).

Zasady zachowania catkowitej energii, pedu i momentu pedu maja podstawowe znaczenie w fizyce
i obowiazuja we wszystkich wspolczesnych teoriach fizycznych. Bedziemy mieli okazje¢ wielokrotnie sto-
sowaé je w dalszych rozdzialach.

13-6. Dynamika ruchu obrotowego — przeglqd

Ruchy obrotowe punktéw materialnych i ciat sztywnych sa tak skomplikowane, Ze
calkowicie ogdlne rozwazania na ich temat wychodza poza zakres tego podrecznika.
Wydaje si¢ rzecza celowa zebraé w jednym miejscu wszystkie réwnania dotyczace dynamiki
ruchu obrotowego i opisa¢ warunki, przy ktdérych réwnania te moga by¢ stosowane. Do-
konalismy tego w tablicy 13-1.

* Patrz E. Gerjuoy, American Journal of Physics, 17, 477 (1949).
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Tablica 13-1

Najwainiejsze réwnania dla ruchu obrotowego

Nr
réwnania

Rownanie

Uwagi

12-1)

(12-3)

12-7)

(12-9)

T=rxF

Tzew = Z‘h = Z T xFy)

I=rxp

L= Z|1= Z("lxl’l)

T = dl/dt

Teew = dL/dt

L. Definicja

Moment sily wzgledem punktu O spowodowany wypadko-
wa sila F dzialajaca na punkt materialny

Wypadkowy moment wzgledem punktu O sit zewnetrznych
dzialajacych na uklad punktéw materialnych

Moment pedu punktu materialnego wzgledem punktu O
Wypadkowy moment p¢du ukladu punktéw matrialnych
wzgledem punktu O

II. Réwnania

Réwnanie ruchu pojedynczego punktu materialnego, na
ktéry dziala sita 0 momencie %. Jest to réwnanie odpowia-
dajace réwnaniu F = dp/d¢ [(réwnanie (9-12)]. R6wnanie
(12-7) obowiazuje tylko wowczas, gdy = i 1 s3 mierzone
wzgledem dowolnego punktu O nieruchomego w inercjal-
nym ukladzie odniesienia

Roéwnanie ruchu ukladu punktéw materialnych, na ktéry
dzialaja sily zewnetrzne o momencie wypadkowym Trew.
Réwnanie to odpowiada réwnaniu F = dP/dt [r6wnanie
(9-7)]. Réwnanie (12-9) obowiazuje tylko wowczas, gdy Trew
i L s3 mierzone wzgledem: (a) dowolnego punktu O nie-
ruchomego w inercjalnym ukladzie odniesienia i (b) §rodka

masy ukladu

III. Specjainy przypadek ruchu obrotowego ciala sztywnego dookola osi nieruchomej w inercjalnym ukladzie
odniesienia (patrz odnosnik na str 274)

12-17)

(12-18)

T =Ja

o musi leze¢ wzdtuz osi obrotu; I musi odnosi¢ si¢ réwniez
do tej samej osi, a T musi by¢ skladowa skalarna wektora
Tzew skierowanego wzdluz tej samej osi. Roéwnanie to jest
odpowiednikiem réwnania F = Ma dla ruchu prostolinio-
wego

 musi leze¢ wzdluz osi obrotu; I musi odnosié si¢ do tej
samej osi, a L musi by¢ skalarna skladowa wzdluz tej samej
osi calkowitego momentu pedu. Jezeli 0 obrotu jest osig
symetrii (tzn. jezeli jest jedna z osi gléwnych: patrz odnos-
nik na str. 308), to wektory L i w sa skierowane wzdhuz tej
samej osi. Rownanie to jest odpowiednikiem r6éwnania
P = My dla ruchu prostoliniowego

Pytania

1. PoznaliSmy dotad wiele wielkosci wektorowych: polozenie, przemieszczenie, predkosé, przyspie:
szenie, sil¢, ped i moment pedu. Ktére z tych wielkosci mozna zdefiniowaé niezaleznie od wyboru po-
czatku ukladu odniesienia?

2. (a) Dlaczego w przykladzie 1 jedynie obrét preta w gorg przesuwa kolo w prawa strone wzgledem
czlowieka, ktory je trzyma? (b) Jezeli cztowiek bylby przywiazany do podlogi wielkiego statku kosmicznego
poruszajacego si¢ w obszarze wolnym od grawitacji, to jaki mialoby to wplyw, jezeli w ogéle by go mialo,
na przeprowadzany przez niego eksperyment?
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3. W przypadku gdy bak przedstawiony na rys. 13-1 nie wiruje, przewrdci sig. Jezeli jego moment pedu
zwiazany z ruchem wirowym jest dostatecznie duzy w poréwnaniu z przytozonym do baka momentem sily,
to bak bedzie wykonywal ruch precesyjny. Co si¢ stanie, jezeli moment pedu nie bedzie dostatecznie duzy,
tj. gdy bak bedzie wirowat powoli.

4. Wirujacy bak ma sferyczna powierzchni¢ o wielkim promieniu na jednym koficu i ostry pret na dru-
gim koricu, na ktérym wiruje. Gdy bak ten przestaje wirowa¢, kladzie si¢ na bok i opiera swoja sferyczna
powierzchni¢ o podstawe. Wyjasni¢ dlaczego tak si¢ dzieje?

5. Stawny fizyk, R. W. Wood, ktory lubil zarty, zamontowat szybko wirujace koto w walizce, ktéra
wreczyl bagazowemu proszac, aby szedt za nim. Co si¢ stanie, kiedy bagazowy szybko zmieni kierunek
ruchu zakrecajac na rogu? Wyjasni¢ postugujac si¢ wyrazeniem © = dL/dr.

6. Zeby samolot jednosilnikowy mogl lecie¢ poziomo, nalezy wywazy¢ go przez podniesienie jednej
lotki w gore, a opuszczenie do dotu lotki po stronie przeciwnej. W jakim celu nalezy to uczyni¢? Czy jezeli
warunki sa normalne, jest to konieczne w przypadku samolotu dwusilnikowego?

7. Smiglo samolotu obraca si¢ zgodnie ze wskazéwkami zegara, gdy patrzymy na nie od tyhu. Pilot
wychodzac w gore ze stromego nurkowania stwierdza konieczno$¢ stosowania lewego steru, gdy jest w naj-
nizszym polozeniu, aby zachowaé kurs lotu. Poda¢ wyjasnienie.

8. Dlaczego dlugi pret pomaga linoskoczkowi utrzymaé rownowage?

9. Czlowiek idacy po szynie kolejowej w pewnej chwili zaczyna traci¢ rownowage. W ktéra strone
wychyli on cialo w celu odzyskania réwnowagi, jezeli zaczyna opadaé w prawo? Wyjasnié to.

10. Opisaé przy pomocy réwnania T = dL/d¢ dynamike ruchu obrotowego kol szybkiego pociagu
poruszajacego si¢ na zakrecie.

11. Zaproponowaé prosta teori¢ wyjasniajaca stabilno$¢ jadacego roweru. (Patrz: David E. H. Jones,
The Stability of the Bicycle, Physics Today, April 1970.)

12. Wyjasnié, postugujac si¢ pojeciami momentu pedu i momentu bezwladnosci, jak mozna rozhustaé
hustawke? (Patrz: P. L. Tea, H. Falk, Pumping on a Swing, American Journal of Physics, December 1968
B. F. Gore, The Child’s Swing, American Journal of Physics, March 1970; J. T. McMullan, On Initiating
the Motion in a Swing, American Journal of Physics, May 1972; S. M. Curry, How Children Swing,
American Journal of Physics, October 1976.)

13. Dla uniknigcia poslizgu kuli bilardowej na poczatku jej toru, uderzamy ja kijem nie w $rodek
(tzn. na wysokosci od powierzchni stolu rownej promieniowi kuli R), lecz dokladnie na wysokosci %R
powyzej srodka. Wyjaénié to. (Patrz: Arnold Sommerfeld, Mechanics, Volume I of Lectures on Theoretical
Physfcs, Academic Press, New York 1964; wydanie broszurowe).

14. Istnieja takie punkty na kiju do gry w baseball, ze jezeli sila jest przykiadana do pitki wlasnie
w tych punktach, to rece gracza moga zaboleé, a kij moze si¢ zlamac. Wyjasni¢ to zjawisko. (Patrz:
P. Kirkpatrick, Batting the Ball, American Journal of Physics, August 1963).

15. Przyjaé, ze jednolity pret znajdujacy si¢ w pozycji pionowej na powierzchni o nieznacz-
nym tarciu, uderzono poziomo w dolny koniec . Opisa¢ ruch §rodka masy preta oraz ruch jego gérnego
korfica.

16. Cylinder obraca si¢ z predkoscia katowa w dokola osi przechodzacej przez jeden z jego koricow,
jak to ilustruje rysunek 13-9. Wybra¢ wlasciwy poczatek ukladu i znalez¢ wektory L i w. Czy s one rowno-
legle i czy wlasciwosci symetryczne ukladu maja tu jakie§ znaczenie?

17. Rozwazy¢ ruch pitki noznej spadajacej w powietrzu. Czy moment pedu wzgledem §rodka masy pitki
jest zachowany podczas lotu? Czy warto$¢ albo kierunek predkosci katowej zmienia si¢ wzgledem osi
nieruchomej w przestrzeni albo osi zwiazanej z pitka?

miska

///
\ )
\\\ /
toiys,\k; 0$ nieruchoma
Rys. 13-9. Pytanie 16 Rys 13-10. Pytanie 22
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18. W rozdziale 1 zauwazono, Ze topnienie pokrywy lodowej na biegunie potnocnym moze by¢ przy-
czyna zmiany okresu obrotu Ziemi. Wyjasni¢ to zjawisko.

19. Duzo wielkich rzek piynie w kierunku réwnika. Jaki wplyw na obrot Ziemi wywieraja osady uno-
szone przez te rzeki do morza?

20. Czlowiek znajdujacy si¢ na krzesle obrotowym obraca si¢ z predkoscia katowa w. W wyciagnie-
tych ramionach trzyma on dwa réwne cigzarki. W pewnej chwili upuszcza te cigzarki nie zmieniajac polo-
zenia rak. Jak zmieni si¢ (i czy zmieni si¢) predkos¢ katowa? Czy prawo zachowania momentu pedu
jest spelnione? Wyjasni¢ to.

21. Jezeli w przykladzie S sznurek uwolnimy nagle tak, aby przedmiot moégl poruszaé sie po kole
o promieniu ry, to czy wréci on do swej poczatkowej predkosci? Co sie zdarzy, gdy ktos pociagnie sznurek
na dot i nagle go zwolni? Wyjasni¢ przebieg zjawiska postugujac si¢ pojeciami pracy i energii oraz momentu
sily i momentu pedu.

22. Okragly stot obrotowy obraca si¢ ze stala predkoscia katowa dookola osi pionowej; ani tarcie,
ani moment sily napedowej nie wystepuja. Cylindryczne naczynie umieszczone na stole obraca sie razem
z nim, patrz rys. 13-10. Dno naczynia pokryte jest jednorodna warstwa lodu, ktéry oczywiscie obraca sie
razem z naczyniem. Lod topi sig, lecz cala woda pozostaje w naczyniu. Czy po stopnieniu lodu predkoéé
katowa bedzie wigksza, ta sama, czy mniejsza niz predkosé poczatkowa? Podaé uzasadnienie odpowiedzi,

Zadania

Paragraf 13-1

1. Wykazaé, opierajac si¢ na wzorze T = dL/d¢, ze calka momentu sily wzgledem czasu (poped
momentu sity) rowna si¢ zmianie momentu pedu. Zaleznos¢ ta jest odpowiednikiem prawa pedu i popedu.

Paragraf 13-2

2. Wokol osi tworzacej z pionem kat 30° obraca si¢ bak z predkoscia katowa 30 Hz (obr/s). Jego
masa wynosi 0,5 kg oraz moment bezwtadnosci 5 - 10~* kg- m2. Srodek masy baka jest odlegly od punktu
podparcia 0 4 cm. Jaki jest kierunek i warto$¢ predkosci katowej precesji, jezeli bak obraca si¢ w kierunku
ruchu wskazéwek zegara?

3. Giroskop sklada si¢ z obracajacego si¢ krazka o promieniu 0,05 m odpowiednio umocowanego
w Srodku osi o dtugosci 0,12 m, w ten sposob, aby mogl wirowa¢ i swobodnie ulegaé precesji. Znalezé
predko$¢ precesji (w obr/min), jesli jeden koniec osi jest przytrzymywany i 0§ jest pozioma oraz jezeli
predkos$¢ wirowania giroskopu wynosi 1000 obr/min.

Odp.: 43 obr/min.

4. Giroskop z zadania 3 jest zmodyfikowany poprzez doczepienie malego cigzarka do drugiego korica
osi. Znalez¢ nowa predkos¢ precesji (w obr/min) jako funkcje stosunku r = (masa doczepionego cigzarka)/
/(masa krazka w giroskopie).

Paragraf 13-3

5. Biorac za punkt wyjscia rownanie (11-20b) a, = wx v dla czastki poruszajacej si¢ po okregu wy-
kazag, ze sita potrzebna dla utrzymania ruchu jednostajnego po okregu kota wynosi F = w x p. Poréwna¢
to z rownaniem (13-3), T = w, x L, i wyjasni¢, dlaczego ruch precesyjny baka moze by¢ uwazany za od-
powiednik jednostajnego ruchu punktu materialnego po okregu.

6. Z dwoch ko, A i B, utworzono przekladnie jak na rys. 13-11. Promien B jest trzy razy wiekszy od 4.
Jaki bylby stosunek momentow bezwladnosci L4/Is, jezeli: (a) oba kota mialyby jednakowy moment pedu,
(b) oba kola mialyby jednakowa obrotowa energi¢ kinetyczna?

7. Wykazaé, ze dla ukladu dwéch czastek z rys. 13-4 L = Jw.

8. Narys. 13-12 widzimy symetryczne cialo sztywne obracajace si¢ dookota nieruchomej osi. Poczatek
ukladu wspoirzednych dla wygody umieszczono w $rodku masy. Dowiesé, sumujac po wszystkich elemen-
tach mas m;, na ktore cialo jest podzielone, ze L = Iw, gdzie L jest catkowitym momentem pedu ciala
sztywnego.

9. (a) Przyjac, ze elektron krazy wokot jadra atomu wodoru po orbicie kotowej. Sita dosrodkowa dzia-
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fajaca na elektron jest sila elektryczna rowna e?/4meor?, gdzie e jest wartoscia ladunku elektronu i protonu,
r— promieniem orbity oraz &, — stala. Wykazac, ze promien orbity

e2
= 4dmeomu? ’
gdzie m jest masa elektronu, v — jego predkoscia.
z
w
77
my
B T
A 0 y
Rys. 13-11. Zadanie 6 Rys. 13-12. Zadanie 8

(b) Przyjaé, ze moment pedu elektronu krazacego wokot protonu moze przyjmowaé jedynie catkowite
wielokrotnoéci n liczby h/2w, gdzie h jest stala, zwana stalq Plancka. Wykazaé, ze jedynymi orbitami, po
ktorych elektron moze si¢ poruszaé, sa orbity o promieniach okre$lonych wzorem:

nh

2nmy

r =

(c) Opierajac si¢ na powyzszych dwéch wzorach pokazaé, ze jedynymi orbitami spelniajacymi oba
warunki sa orbity o promieniach:
n2eoh?

r = .
Tme?

Stad wida¢, ze dozwolone orbity maja promienie proporcjonalne do kwadratu liczb catkowitych n = 1,
2, 3 itd. Gdy n = 1, r ma warto§¢ najmniejsza réwna 0,528 -10-1° m,

10. W 1913 roku Niels Bohr wysunat postulat, wedlug ktorego kazdy mechaniczny, obracajacy sie
uklad 0 momencie bezwladnosci I moze mie¢ moment pedu, ktérego wartosci moga przyjmowaé jedynie
catkowite wielokrotnoéci liczby /2w = 1,054-10-3% J-s (% = h/2w). Innymi slowy

L = Io = n(h[27),
gdzie n jest rowne dowolnej liczbie naturalnej. Méwimy, ze moment pedu jest skwantowany, poniewaz nie
moze przyjmowaé kazdej wartoéci. (a) Wykazaé, ze postulat ten prowadzi do wniosku, iZ energia kine-

E

E Etc.
E n=3
S n=2
;‘ n=1
S

Rys. 13-13. Zadanie 10
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tyczna obracajacego si¢ ukladu moze przyjmowac jedynie okreslone wartosci, tj. wykazaé, ze energia
kinetyczna jest skwantowana. (b) Rozwazmy tzw. rotator, czyli mas¢ m zmuszona do obracania si¢ po
okregu o promieniu R. Przyjmujac, ze postulat jest stuszny, z jakimi pre¢dkosciami katowymi ta masa moze
si¢ obracaé? Jakie wartosci energii kinetycznej moze mie¢ ta masa? (c) W celu pokazania, jak zmienia si¢
odlegto$¢ miedzy poszczegdlnymi poziomami energii ze wzrostem liczby n, wykonaé wykres pozioméw
energetycznych. Wykres ten moze mie¢ posta¢ taka, jak na rys. 13-13. Pewne niskoenergetyczne dwuato-
mowe czasteczki zachowuja si¢ jak rotator.

11. Korzystajac z danych zawartych w tablicach znalez¢: (a) moment pedu Ziemi wzgledem jej wlasnej
osi obrotu, (b) moment pedu Ziemi i jej ruchu po orbicie wokot Slonica.

Odp.: (a) 7,1-10%2 kg- m?/s, (b) 2,7-10%° kg- m?/s.

12. Pret ma mas¢ 4 kg oraz dlugo$é 1,2 m. Poczatkowo znajduje si¢ on w spoczynku na gladkiej po-
ziomej powierzchni. W pewnej chwili pret zostat uderzony z sila, ktérej poped réwna si¢ 13 N - s, w punkt
odlegly od jego $rodka o / = 1,5 m. Okresli¢ ruch preta po tym uderzeniu.

13. Ksiezyc obraca si¢ dokola Ziemi tak, ze widzimy zawsze t¢ sama jego strong. (a) Jak powigzana
jest cze$¢ spinowa i orbitalna momentu pedu Ksigzyca? (b) O ile musi zmieni¢ si¢ moment pedu Ksie-
zyca, aby w ciagu jednego miesigca mozna bylo widzie¢ obie jego strony?

Odp.: () Lspin/Lorvit = %(RKIRZ_K)’, gdzie Rx — promiefi Ksiezyca, Rz_x — odleglto$¢ migdzy
Ziemia a Ksigzycem. (b) Wzrost lub spadek o polowe obecnej wartosci.

14. Cylinder toczy si¢ w d6t rowni pochylej nachylonej pod katem 6. Wykaza¢, stosujac bezposrednio
réwnanie (12-9) (v = dL/dt), ze przyspieszenie srodka masy cylindra wynosi —}gsinﬂ. Poréwnaé t¢ metode
z metoda uzyta w przykladzie 10 rozdziatu 12.

15. Zaleznosé pomiedzy calkowitym momentem pedu ukladu punktow materialnych, orbitalnym mo-
mentem pedu i spinowym momentem pedu. Calkowity moment pedu uktadu punktoéw materialnych wzgledem
poczatku O inercjalnego ukiadu odniesienia obliczamy z réwnania L =2r, X pi, gdzie r; i p; sa mierzone
wzgledem poczatku ukladu O.

(a) Korzystajac z zaleznosci r; = Fér.m.+T; i Py = mVér.m.+p; z zadania 10, rozdzialu 12 wyrazi¢
wektor L w funkcji polozefi r; i pgdéw pj, liczonych wzgledem $rodka masy C. (b) Korzystajac z defi-
nicji rodka masy i definicji momentu pedu L’ wzgledem $rodka masy (patrz zadanie 10, rozdziat 12)
otrzymaé wyrazenie L = L’+rsr.m. X Mvér.m.. () Wykazaé jak ten wynik nalezy interpretowa¢, majac na
uwadze, ze catkowity moment pedu jest suma spinowego momentu pedu (moment pedu wzglgdem $rodka
masy) i orbitalnego momentu pedu (moment pedu ruchu §rodka masy C wzglgdem poczatku ukladu O,
tak jakby cala masa ukladu byla skoncentrowana w punkcie C).

16. Cienka prostokatna plyta o dlugosci a i szerokosci b obraca si¢ dookota jednej ze swych przekat
nych ze stala predkoscia katowa w. O$ obrotu jest osia nieruchoma w inercjalnym ukladzie odniesienia,
Znalez¢é kierunek i warto$¢ momentu pedu L wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych znajdujacego sig
w $rodku masy.

17. Cylinder z rys. 13-14 ma o$ nieruchoma i poczatkowo spoczywa. Klocek o masie M porusza si¢
na prawo bez tarcia z predkoscia poczatkowa v,. Po pewnym czasie przesuwa si¢ do polozenia zaznaczo--

vy —{>

Rys. 13-14. Zadanie 17

nego na rysunku linia przerywana. Gdy na tej drodze dotyka cylindra, w pierwszej chwili porusza si¢ pos-
lizgiem, ale poniewaz tarcie jest dostatecznie duze, poslizg zanika, zanim klocek odlaczy si¢ od cylindra.
Cylinder ma promieri R i moment bezwladnosci 1. Znalezé predkos$¢ koficowa v, w zaleznosci od vy, M,
Ii R. Najtatwiej mozna to wyliczyé uzywajac zaleznosci pomiedzy popedem sily i zmiana pedu.

Odp.: v, = v,/(1+I/MR?).

18. Pret o diugosci / lezy na doskonale gltadkim poziomym stole. Pr¢t ma mas¢ M i moze poruszac si¢
w dowolny sposéb po powierzchni stotu. Krazek hokejowy o masie m poruszajacy sie, jak to widzimy na
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rys. 13-15 z predkoscia v zderza sig sprezyscie z pretem. (a) Jakie wielkosci sa zachowane w tym zderzeniu?
(b) Jaka musi by¢ masa m krazka, aby pozostal on w spoczynku bezposrednio po zderzeniu?

19. W ktérym punkcie jednolitego preta o dlugosci 2L zaczepionego jednym koricem i zZwisajacego
pionowo, nalezaloby go uderzy¢, aby spowodowaé jego ruch wahadtowy, nie powodujac powstania po-
czatkowej, poziomej sily reakcji w punkcie zawieszenia?

Odp.: 4L/3.

érodek I
Iz \wo

Rys. 13-15. Zadanie 18 Rys. 13-16. Zadanie 20

20. Dwa cylindry o promieniach R, i R, oraz momentach bezwladnosci I, i I, utrzymuja si¢ na nie-
ruchomych osiach prostopadilych do plaszczyzny rysunku 13-16. Duzy cylinder poczatkowo obraca si¢
z predkoscia katowa wo. Maly cylinder przesuwa si¢ w prawa strone, dopoki nie dotknie duzego cylindra,
co dzigki istnieniu sit tarcia powoduje jego ruch obrotowy. Poslizg w koficu zanika i te dwa cylindry obra-
caja si¢ ze stalymi predkosciami w przeciwnych kierunkach. (a) Znalezé korficowa predkosé katowa w,
matego cylindra w zaleznosci od Iy, I, Ry, Rz i wo. (b) Czy calkowity moment pedu w tym przypadku jest
zachowany?

21. Kij nadaje przyspieszenie spoczywajacej poczatkowo kuli bilardowej. Kij przed uderzeniem kuli
znajduje si¢ W pozycji poziomej, na wysokosci 4 powyzej osi kuli (rys. 13-17). Kula odbija si¢ od kija
z predkoscia vo, ale ze wzgledu na ,,falszywe uderzenie do przodu” osiaga ostatecznie konicowa predkosé
%’vo. Wykazaé, ze

h= %R,
gdzie R jest promieniem kuli.

Rys. 13-17. Zadanie 21

22. W zadaniu 21, wyobrazmy sobie sile F dzialajaca ponizej linii centralnej przechodzacej przez $rodek
kuli bilardowej. (a) Wykazaé, ze jest rzecza niemozliwa zredukowaé predkosé kuli do zera, stosujac ,,0d-
wrotne uderzenie falszem”, chyba ze & = R. (b) Wykazaé rowniez, ze jest rzecza niemozliwa nadaé kuli
predkos¢ do tylu, chyba ze sita F ma skltadowa pionowa w dét.

Paragraf 13-4.

23. Na obracajacej si¢ bez tarcia, z predkoscia katowa 1 obr/s (Hz) platformie stoi cztowiek. Ma on
ramiona wyciagnigte w bok i w kazdej rece trzyma cigzarek. W tej pozycji catkowity moment bezwladnosci
czlowieka i platformy wynosi 6 kg+m?. Jezeli z chwila przyciagniecia ciezarkéw do siebie czlowiek
zmniejsza ogdlny moment bezwladnosci do 2 kg m?, to: (a) jaka bedzie predkosé katowa platformy?
(b) o ile zwigkszy si¢ jej energia kinetyczna?

Odp.: (a) 3 Hz. (b) O czynnik 3.

24. Dwaj lyzwiarze o masie 50 kg kazdy zblizaja si¢ do siebie po réwnoleglych torach oddalonych
0 3,0 m. Lyzwiarze maja rowne, lecz przeciwnie skierowane predkosci wynoszace 10 m/s. Pierwszy lyz-
wiarz trzyma lekka, 3-metrowej dtugosci tyczke, drugi lyzwiarz chwyta za jej koniec w chwili, gdy tyzwiarze
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mijaja si¢. (Zakladamy doskonata gtadkos¢ lodu). (a) Opisac ilosciowo ruch tyzwiarzy od chwili, gdy zostali
oni polaczeni tyczka. (b) Ciagnac za tyczke tyzwiarze zmniejszaja odleglo$¢ migdzy soba do 1 m. Jak zmieni
si¢ ich ruch? (c) Porowna¢ energie kinetyczne ukfadu w punktach (a) i (b). Skad pochodzi zmiana w energii
kinetycznej?

25. Kolo obraca si¢ z predkoscia katowa 800 obr/min na drazku, ktérego moment bezwladnosci
mozna pominaé. Drazek ten zostal obciazony drugim kolem, poczatkowo nieruchomym, o dwukrotnie
wigkszym momencie bezwladnosci od kota pierwszego. (a) Jaka jest predkos¢ katowa ukladu ztozonego
z drazka i tych dwoch kot? (b) Rozwazy¢ zmiany zachodzace w ilosci obrotowej energii kinetycznej w tym

ukladzie. ) ) )
Odp.: (a) 267 obr/min. (b) Uklad traci dwie trzecie swej energii kinetycznej.

26. Kolo rowerowe ma obrecz o promieniu 34,7 cm i masie 3,8 kg. Mase szprych i piasty pomijamy.
Kolo to moze sie obracaé dookola swojej osi bez tarcia. Czlowiek stojacy na stole obrotowym (ktory obraca
sie bez tarcia) trzyma nad glowa to kolo rowerowe i pozwala mu si¢ obraca¢ dookota pionowej osi z pred-
koscia katowa 57,7 rad/s. Stot obrotowy poczatkowo spoczywa. Moment bezwladnosci uktadu sktadaja-
cego sie z kola, czlowieka i stolu obrotowego dokota tej samej osi wynosi 2,1 kg m?. (a) Cziowiek nagle
zatrzymuje reka obracajace si¢ kolo (wzgledem stolu obrotowego). Okreslic spowodowana w ten sposob
predko$¢ katowa (warto$¢ i kierunek) uktadu. (b) Eksperyment powtarzano przy zalozeniu istnienia tarcia
w osi kota, ktore przy tej samej poczatkowej predkosci katowej 57,7 rad/s stopniowo zwalnia (wzgledem
stolu obrotowego), zanim czlowiek zatrzyma je reka w sposob opisany w punkcie (a). (Stot obrotowy w dal-
szym ciagu moze si¢ obracaé bez tarcia). Opisa¢ zachowanie si¢ uktadu, podajac wszystkie dane ilo$ciowe,
ktore sa mozliwe do wyliczenia.

27. Wirnik silnika elektrycznego ma moment bezwladnosci I, = 2+ 1073 kg - m? wzglgdem swej osi.
Silnik jest dotaczony réwnolegle do osi sondy kosmicznej majacej moment bezwladnodci 7, = 12 kg m?
wzgledem jej osi. Obliczy¢ liczbe obrotow potrzebnych, aby sonda obrocifa si¢ o 30° dookola swej osi.

Odp.: 500 obrotow.

28. Podczas wykladu zademonstrowano tor dziecigcej kolejki umocowany na duzym kole, ktore moze
si¢ swobodnie obraca¢ dookola pionowej osi (tarcie mozna pomina¢). Kolejke o masie m umieszczono na
torze. Uklad poczatkowo jest nieruchomy, nastepnie polaczono go ze zrodiem energii elektrycznej. Ko-
lejka osiaga na torze stala predkosé v. Jaka jest predko$¢ katowa w kota, jezeli jego masa wynosi M, a pro-
mienn R? (Pomina¢ mas¢ szprych kota).

29. Dziewczyna (masa M) stoi na brzegu karuzeli (brak tarcia, masa 10M, promien R, moment bez-
wladnosci I), ktora si¢ nie porusza. Rzuca kamieni (masa m) w kierunku poziomym, ktory jest styczny
do zewnetrznego brzegu karuzeli. Predko$¢ kamienia wzgledem podioza wynosi v. Jaka jest: (a) predkosé
katowa karuzeli, (b) predko$¢ liniowa dziewczyny, gdy kamien zostat rzucony?

Odp.: (a) mvR/(I+MR?). (b) vmR*(I+mR?).

30. Mala karuzela o promieniu 1,2 m i masie 180 kg ma réwnowazny promien 0,91 m (patrz
zadanie 14 rozdzial 12). Dziecko o masie 44 kg biegnie po stycznej do brzegu karuzeli z predkoscia
3,0 m/s i wskakuje na nig w chwili, gdy karuzela znajduje si¢ w spoczynku. Pomijajac tarcie migdzy zawia-
samii osia karuzeli znalezé predkos$é katowa karuzeli oraz dziecka.

31. Jednorodny plaski krazek o masie M i promieniu R obraca si¢ z predkoscia katowa w, wokét
poziomej osi przechodzacej przez jego §rodek. (a) Jaki jest jego moment pedu? (b) Kawalek krazka o ma-
sie m odtamuje si¢ od jego brzegu tak, ze odlatuje w kierunku pionowym od punktu, z ktorego si¢ odia-
mat (rys. 13-18). Jak wysoko nad tym punktem uniesie si¢ ten kawalek? (c) Jaka jest korcowa pred-
kos¢ katowa pgknigtego krazka? Jaki jest jego koficowy moment pedu i jaka energia?

Odp.: (a) MR*w}/4; MR*w,[2. (b) R?*w3[2g. (¢) wo; (M[2—m)R*wo; (M/2—m)R*w} /2.

32. Na brzegu talerza obracajacego si¢ wokot osi przechodzacej przez jego dno porusza si¢ w Kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara karaluch o masie m. Promien talerza wynosi R, a jego moment
bezwladnosci 1. Talerz obraca si¢ bez tarcia. Predko$é karalucha wzgledem Ziemi jest v, podczas gdy talerz
obraca si¢ w kierunku ruchu wskazéwek zegara z predkoscia katowa we. W pewnej chwili karaluch znaj-
duje na brzegu talerza okruch chleba i oczywiscie zatrzymuje si¢. (a) Jaka jest predkos¢ katowa talerza
w chwili, gdy karaluch si¢ zatrzyma? (b) Czy zostala zachowana energia ukladu?

33. Porownaé energie kinetyczna ciala obiegajacego dwie rozne orbity, z przykiadu 5. Stosujac twier-
dzenie o pracy i energii wyjasnié iloSciowo t¢ roznice.
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34. We wnetrzu gladkiej, potkulistej czaszy, w kierunku poziomym (prostopadle do osi czaszy) zostala
wyrzucona czastka. Promiefi nieruchomej czaszy wynosi r (rys. 13-19). ZnaleZ¢ predkos¢ poczatkowa
czastki vo wystarczajaca do osiagnigcia gornego brzegu czaszy. Znalezé v, jako funkcje 6, kata okreslaja-
cego poczatkowe polozenie czastki. (Wskazéwka: zastosowaé zasady zachowania).

Rys. 13-18. Zadanie 31 Rys. 13-19. Zadanie 34

35. Na duzym, poziomym, kolowym torze o promieniu R leza dwie kule o malych masach m i M,
mogace poruszac si¢ po tym torze bez tarcia. Migdzy tymi kulami wci$nigta jest nie przytwierdzona do nich
sprezyna. Kule sa do siebie przymocowane za pomoca linki. (a) W pewnej chwili linka peka, sprezyna
poprzednio sci§nigta (ktorej mas¢ mozemy pomina¢) odrzuca oba ciata w przeciwnych kierunkach. Kule
zderzaja si¢ w punkcie, w ktérym ponownie spotykaja si¢ na torze (rys. 13-20). W ktérym miejscu nastapi

Rys. 13-20. Zadanie 35

zderzenie? (Mozna wyrazi¢ to za pomoca kata, jaki zakresla kula M ). (b) Jezeli energia potencjalna pocza-
tkowo zmagazynowana w sprezynie jest Uy, to jaki czas uplynie od chwili, w ktorej linka zerwala sie,

do chwili zderzenia kul? (c) W ktérym punkcie kule zderza si¢ powtornie, jezeli pierwsze zderzenie bylo
centralne oraz sprezyste?

Odp.: (a) 2nm/(m+ M)rad. (b) [2r2mMR?[(m+ M) U,J*'2. (c) W punkcie poczatkowym.
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