WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ I STATYSTYCZNEJ
Fizyka Techniczna, 2 rok, grupa 1, zestaw nr 1 (7.10.2025) - baza, rozwiniecie, operatory. Zadania dostepne na stronie
http://newton.fis.agh.edu.pl/~wiendlocha/

1. Przypomnie¢ sobie z algebry co to sa macierze hermitowskie. Co wiemy o wartos$ciach wlasnych i wektorach wlasnych

macierzy hermitowskich?

2. Dana jest macierz

()

znalez¢é jej wartoéci wlasne, wektory wlasne, obliczy¢ ich iloczyn skalarny.

(%) )

znalez¢ jej wartosci wlasne, wektory wlasne, obliczy¢ ich iloczyn skalarny. Unormowaé¢ wektory wlasne macierzy.

3. Dana jest macierz

2

4. Ktéra z powyzszych macierzy byla macierza hermitowska? Rozwinaé wektor |z) = w bazie zbudowanej z
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unormowanych wektoréw wlasnych macierzy z zadania [3| (znalezé ogdlny wzér na wspdlczynniki rozwinigcia).

5. Delta Diraca 0(x). Funkcja (a wlasciwie dystrybucjq) 6(x) nazywamy funkcje o wlasnosci:
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gdzie f(z) jest dowolna funkcja ciagta w « = 0. Ponadto, §(x) — oo dla z = 0 oraz 6(x) = 0 dla = # 0. Delta Diraca jest
odpowiednikiem delty Kroneckera dla zmiennej ciaglej. Jest wiele reprezentacji d(z), np. funkcja Gaussa lub Lorentza

przy odchyleniu standardowym / szerokosci poléwkowej dazacej do zera. Tutaj skorzystamy z reprezentacji:

sin Lz

0(x) = lim

L—oo TX
Wykazaé, ze tak zadana 6(x) spelnia warunek . Przy pomocy §(z) wykazaé ortogonalnoéé funkcji 15, (z) = Ae™? dla
réznych k, w przedziale x € (—o0, 00), tzn udowodnié, ze
0 . L
/ Ae™ ™ A T dy = const x 5(k — k). (5)
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Unormowaé funkeje ¢ (x) (tzn. znalezé takie A, aby w powyzszym réwnaniu const = 1.

(4)

6. Unormowaé funkcje f,(z) = Asin(nz) w przedziale (0,7), n € N (tzn. znalezé takie A aby (f|f) = 1, iloczynem
skalarnym jest catka na przedziale zmiennosci). Wykazaé, ze zbiér funkeji f tworzy ortonormalny uktad funkcji na tym
przedziale, tzn (f,|fm) = 0nm. Unormowaé i rozwinaé funkcje g(z) = Bx w bazie funkcji f(z) (wzér na wspélezynniki

rozwinigcia formalnie ma taka sama postaé jak w zadaniu dla wektoréw).



Kilka uwag odno$nie operatoréw (niektére z nich to wlasciwie postulaty mechaniki kwantowej, sens ponizszych uwag
bedzie si¢ wyjasnial w dalszym ciagu zajeé, ale dobrze to sobie zebra¢ w jednym miejscu).

Uwaga 1: Stany kwantowe i notacja Diraca. Mozliwe stany kwantowe uktadu fizycznego tworza (abstrakcyjna) przestrzen
Hilberta, ktéra jest przestrzenia wektorowa ze zdefiniowanym iloczynem skalarnym (czyli potrafimy mierzy¢ w niej dlugosé).
Bardzo wygodng formg do przeprowadzania ogélnych obliczenn w przestrzeni Hilberta jest tzw. notacja Diraca. Abstrakcyjny
stan o’ czastki kwantowej (np. stan podstawowy elektronu w atomie wodoru) reprezentuje tzw. wektor stanu ’ket’ |a).
Wektor sprzezony po hermitowsku do |a) to wektor bra’ |a)t = (a|. Norma wektora jest pierwiastek z iloczynu skalarnego
(a|e). Stan nazywamy unormowanym, jesli (a|a) = 1 (w analogii do unormowanych wektoréw).

Uwaga 2: Kazdej wielkosci fizycznej (np. polozenie, ped, energia) w mechanice kwantowej przypisujemy pewien matema-
tyczny operator, dzialajacy we wspomnianej przestrzeni Hilberta. Wszystkie operatory wielkosci fizycznych sa operatorami
hermitowskimi i wiele wlasnosci funkcji falowych, ktore beda opisywac stany kwantowe, wynika z faktu, ze sa funkcjami wia-
snymi operatoréw hermitowskich. Sprzezenie hermitowskie definiujemy jako: (a|Q2f|8) = (8]Q)a)* (* - sprzezenie zespolone).

W przestrzeni funkcji okreslonych na danym przedziale (a, b) odpowiednikiem iloczynu skalarnego (f|g) jest catka (f|g) =
f;’ f*g, * - sprzezenie zespolone. Dla operatoréw rézniczkowych sprzezenie hermitowskie (T) operatora okreslamy jako:

/f*f“g = (/g*/lf)* (6)

Uwaga 3: Funkcja wlasna (badZ wektor wlasny) operatora Q (daszek wskazuje, ze to operator) spelniaja réwnanie
Qla) = Aala) (7)

gdzie A jest liczba i jest to tzw. warto$¢ wlasna. Tak jak w algebrze macierzy.
Uwaga 4: Funkcje wlasne operatora hermitowskiego tworza ortonormalng i zupetna baze funkcji. Wynika z tego ze kazda
funkcje ciagta da sie¢ przedstawi¢ w postaci ich kombinacji liniowej. W notacji Diraca zapisa¢ to mozna jako:

W) = o 0
Sl = i g

Uwaga 5: Dzialanie operatora na dowolny wektor stanu zapisujemy jako: Q|a> = |8). Jedli operator dziala na wektor
wlasny to wynikiem dzialania operatora jest tenze stan wlasny przemnozony przez warto$¢ wlasna; Q|a> = Ao|a), zgodnie z
tym co napisano powyzej. Poprzez dzialanie operatora na stan fizyczny mozemy rozumieé np. dokonywanie pomiaru. Zatem
pomiar w stanie wlasnym daje na pewno wynik bedacy warto$cia wlasna przynalezna do danego stanu (mierzac energie
elektronu w stanie podstawowym atomu wodoru na pewno otrzymamy wartosé¢ -13.6 eV). Ale w mechanice kwantowej obiekt
moze znajdowaé sie w stanie nie bedacym stanem wlasnym danego operatora, albo bedacym kombinacja kilku stanéw. W
takim przypadku konieczne jest zdefiniowanie wartosci Sredniej (oczekiwanej) operatora w dowolnym stanie, ktéra jest réwna
() = (a]Q]).

Uwaga 6: Jedli wektory stanu reprezentujemy poprzez funkcje falowe (np. w tzw. reprezentacji polozeniowej gdzie funkcja

falowa zalezy od polozenia), to w przestrzeni funkcji okreslonych na danym przedziale (a, b) iloczyn skalarny (f|g) jest catka
(flg) = f; f*g, warto$é oczekiwana operatora <f|Q|f> = f; *Qf (zakladamy ze funkcje sa unormowane).

Uwaga 7: Z tego, co napisano powyzej, wynika ze pomiar Qw dowolnym stanie |«), nie bedacym stanem wlasnym, da
nam wynik nalezacy do zbioru wartosci wlasnych operatora danego pomiaru z réznymi prawdopodobienstwami. Warto$é
érednia serii pomiaréw na identycznych stanach |a) to podana powyzej () = (a|Q|a). Jedli stan |o) rozlozymy w bazie
stanéw wlasnych operatora |i) (jak policzy¢ wspdlezynniki rozwiniecia?):

o) = 3" il (10)
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to otrzymamy (Q) = >, leil® N, czyli wartodé érednia jest érednia wazona z wartosci wlasnych, a wagami sa kwadraty
wspoélczynnikéw rozwiniecia. Mozemy réwniez obliczy¢, jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania konkretnego wyniku \;
(np. jakie jest prawdopodobienstwo, ze mierzac ped czastki otrzymam warto$é 0). Wynik zalezy od tego jak bardzo nasz
dowolny stan jest 'podobny’ do stanu wlasnego |i) przynalezacego do wyniku A;. Tutaj nalezy ’wyrzutowaé’ stan |a) na
wektor wlasny i prawdopodobienstwo bedzie réwne kwadratowi wspélezynnika rozwiniecia przy stanie [i):

P(x) = (il = ... = |eif”. (11)
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